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Eine Auseinandersetzung mit den Aufgaben der 2. Runde der Auswahlrunde zur Physik Olympiade 2015, 

die vom normalen Unterricht unabhängig verfasst wurde.  
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Aufgabe 1 

Nr. 1a) 

Der Doppelkegel rollt scheinbar bergauf, weil sich durch die Rollbewegung sein Schwerpunkt auf eine 

geringere Höhe absinkt also in eine energetisch günstigere Position. Das dies bei dem vorliegenden 

Experiment unter bestimmten Umständen möglich ist, lässt sich am besten mathematisch zeigen: 

Zur mathematischen Beschreibung geht man von zwei Bezugssystemen aus, die durch Rotationsmatrizen 

ineinander umgewandelt werden können. Zum einen wählt man ein Bezugssystem, in dem die 

Schienenebene in der x_1 x_2 Ebene liegt (wobei im Folgenden zunächst eine 2 dimensionale 

Betrachtung des Schwerpunktes genügt), zum anderen eines, das der Betrachter von außen sehen würde 

(Der Punkt an dem die Schienen zusammentreffen liegt bei den Betrachtungen immer im Ursprung der 

Koordinatensysteme): 

Betrachtung von oben auf Schienenebene (Schwerpunkt:S) Abb1 : 

 

Betrachtung von vorne (Schienenebene) Abb2: 
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Aus Abb1 geht hervor: 

tan (ͳʹ (ߚ = ݇݀
 

Wobei im Folgenden der Übersichtlichkeit in den Koordinatensystemen wegen d mit ݔ′ௌ substituiert 

wird: 

ͳ.  tan (ͳʹ (ߚ =  ௌ′ݔ݇

Aus Abb2 geht hervor: 

ʹ.  tan (ͳʹ (ߙ = ܴ − ௌ݇′ݕ  

Aus 1. Folgt: 

݇ = tan (ͳʹ (ߚ ∗  ௌ′ݔ

Aus 2. Folgt: 

ௌ′ݕ = ܴ − tan (ͳʹ (ߙ ∗ ݇ 

Wenn man k nun in ݕ′ௌ einsetzt: 

ௌ′ݕ = ܴ − tan (ͳʹ (ߙ ∗ tan (ͳʹ (ߚ ∗  ௌ′ݔ

Man hat also nun eine Parameterdarstellung des Schwerpunktes im gestrichenen Koordinatensystem, in 

dem von der aufgespannten Ebene als Grundfläche ausgegangen wird, und der Ursprung im Schnittpunkt 

der GeradeŶ liegt. GeoŵetrisĐh ergiďt siĐh also für deŶ Ortsǀektor zuŵ SĐhǁerpuŶkt S‘ iŵ gestriĐheŶeŶ 
System: 

ܵ′⃑⃑⃑  = ቌܴ − tan (ͳʹ (ߙ ∗ tan (ͳʹ (ߚ ∗ ௌ′ݔௌ′ݔ ቍ 

Um die Koordinaten im ungestrichenen Koordinatensystem zu erhalten muss eine Drehung des 

Koordinatensystems um den Winkel ߛ erfolgen. Dies kann man mit der passiven (2D-)Drehmatrix 

realisieren, also der transponierten aktiven Drehmatrix also: 

ܦ = ( cos ሺߛሻ sin ሺߛሻ−sin ሺߛሻ cos ሺߛሻ) 
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Es ergibt sich: ܦ ∗ ܵ′⃑⃑⃑  =  ܵ 
( cos ሺߛሻ sin ሺߛሻ−sin ሺߛሻ cos ሺߛሻ) ∗ ቌܴ − tan (ͳʹ (ߙ ∗ tan (ͳʹ (ߚ ∗ ௌ′ݔௌ′ݔ ቍ =  ܵ 

 ܵ = ൮ cosሺߛሻ ∗ (ܴ − tan (ͳʹ (ߙ ∗ tan (ͳʹ (ߚ ∗ (ௌ′ݔ + sinሺߛሻ ∗ ሻߛௌ−sinሺ′ݔ ∗ (ܴ − tan (ͳʹ (ߙ ∗ tan (ͳʹ (ߚ ∗ (ௌ′ݔ + cosሺߛሻ ∗  (ௌ′ݔ

y-Komponente vereinfachen(umformen): 

ௌݕ = cosሺߛሻ ∗ ܴ − cosሺߛሻ ∗ tan (ͳʹ (ߙ ∗ tan (ͳʹ (ߚ ∗ ௌ′ݔ + sinሺߛሻ ∗  :ௌ ausklammern′ݔ ௌ′ݔ

ௌݕ = ௌ′ݔ (sinሺߛሻ − cosሺߛሻ ∗ tan (ͳʹ (ߙ ∗ tan (ͳʹ ((ߚ + cosሺߛሻ ∗ ܴ 

Wenn sinሺߛሻ − cosሺߛሻ ∗ tan ቀଵଶߙቁ ∗ tan ቀଵଶ ቁߚ < Ͳ wird für steigende ݔ′ௌ offensichtlich ݕௌ ebenfalls 

kleiner. Das bedeutet:  für eine zunehmende Strecke, die in der aufgespannten Ebene zurückgelegt wird, 

erfolgt eine Absenkung des Schwerpunktes, was für das scheinbare Hinaufrollen verantwortlich ist. Die 

Bedingung, die die Winkel erfüllen müssen, ist also: 

sinሺߛሻ − cosሺߛሻ ∗ tan (ͳʹ (ߙ ∗ tan (ͳʹ (ߚ < Ͳ sinሺߛሻcosሺߛሻ < tan (ͳʹ (ߙ ∗ tan (ͳʹ  (ߚ

tanሺߛሻ < tan (ͳʹ (ߙ ∗ tan (ͳʹ  (ߚ

 tanሺߛሻ < tan ቀଵଶ ቁߙ ∗ tan ቀଵଶ  ቁ ist also die gesuchte Bedingung. Noch offensichtlicher wird es, wenn manߚ

die Geradengleichung auf der sich der Schwerpunkt bewegt herleitet (siehe c) und schaut wann die 

Steigung größer kleiner null ist. Also
ቀୱ୧୬ሺఊሻ−c୭ୱሺఊሻ∗୲a୬ቀభమఈቁ∗୲a୬ቀభమఉቁቁୱ୧୬ሺఊሻ∗ ୲a୬ቀభమఈቁ∗୲a୬ቀభమఉቁ+c୭ୱሺఊሻ < Ͳ und damit sinሺߛሻ − cosሺߛሻ ∗ tanቀଵଶߙቁ ∗tanቀଵଶ ቁߚ < Ͳ 
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Nr.1 b) 

ܫ =  ݉݀ ;ݎ∫

Mit: ݀݉ = ܸ݀ ∗ ߩ        ߩ =  ݐݏ݊݋ܿ

ܫ =  ܸ݀ ;ݎ∫ߩ

bzw: 

ܫ = ௏݀ ;ݎ∭ߩ  ݖ݀ ݕ݀ ݔ

In Zylinderkoordinaten: 

Mit ܸ݀ = ∫ ͳ௥଴ ߣ݀ ∗ ݀𝜑 ∗ ݎ݀ ∗ ∫ das )  ݔ݀ ͳ௥଴  ,wird zwecks Übersichtlichkeit verwendet um zu zeigen ߣ݀

was mit dem r² in dem Dreifachintegral passiert) kommt man zur Formel für den rotationssymmetrischen 

Doppelkegel mit konstanter Dichte und mit ݎሺݔሻ = ௥ℎ  als Randfunktion und dem Faktor 2, weil es sich ݔ

nicht um einen normalen Kegel handelt, sondern um einen Doppelkegel (wegen der Linearität des 

Integrals ohne Probleme möglich): 

ܫ = ʹ ∗ ∫∫ߩ ∫ ௥;ݎ∫
଴

ଶగ
଴

௥ℎ௫
଴

ℎ
଴  ݔ݀ ݎ݀ 𝜑݀ ߣ݀

ܫ = ʹ ∗ ∫∫ߩ ∫ ଷଶగݎ
଴

௥ℎ௫
଴

ℎ
଴  ݀𝜑 ݀ݔ݀ ݎ 

ܫ = ʹ ∗ ∫∫ߩ ௥ℎ௫ߨʹ
଴ ଷℎݎ

଴  ݔ݀ ݎ݀ 

ܫ = ʹ ∗ ͳͶ∫ߩ ∗ ߨʹ ∗ ቀݎℎ ቁସℎݔ
଴  ݔ݀ 

ܫ = ʹ ∗ ͳʹ ∗ ߩ ∗ ∫ߨ ቀݎℎ ቁସℎݔ
଴  ݔ݀ 

ܫ = ʹ ∗ ͳʹ ∗ ߩ ∗ ߨ ∗ ቀݎℎቁସ ∗ ͳͷℎହ 
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Mit 
ଵଶ = ଵଷ ∗ ଷଶ 

ܫ = ʹ ∗ ͳ͵ ∗ ͵ʹ ∗ ߩ ∗ ߨ ∗ ସݎ ∗ ͳͷℎ 

ܫ = ʹ ∗ ߩ ∗ ͳ͵ ߨ ∗ ℎ ∗ ଶݎ ∗ ͵ʹ ∗ ଶݎ ∗ ͳͷ 

Mit ݉ = ʹ ∗ ߩ ∗ ଵଷ ߨ ∗ ℎ ∗  ଶݎ

Da ݉ = ߩ ∗ ܸ und ܸ = ∫ߨ ቀ௥ℎ ቁଶݔ ℎ଴ݔ݀ = ߨ ቀ௥ℎቁଶ ∗ ଵଷ ℎଷ = ଵଷ ߨ ∗ ℎ ∗  ଶ (den Faktor 2 braucht man, weil esݎ

sich um einen Doppelkegel handelt) 

ܫ = ݉ ∗ ͵ʹ ∗ ଶݎ ∗ ͳͷ 

ܫ = ͳ͵Ͳ ∗ ݉ ∗  ଶݎ

Was zu zeigen war. 

Hinweis:  

Hält man die Randfunktion r(x) allgemein, ergibt sich eine allgemeine Formel für das Trägheitsmoment 

von Rotationskörpern: 

ܫ = 𝜚 ∫ ∫ ∫ ௥;ݎ∫
଴

ଶగ
଴

௥ሺ௫ሻ
଴

௫భ
௫మ  ݔ݀ ݎ݀ 𝜑݀ ߣ݀

ܫ = 𝜚 ∫ ∫ ∫ ଷଶగݎ
଴

௥ሺ௫ሻ
଴

௫భ
௫మ  ݀𝜑 ݀ݔ݀ ݎ 

ܫ = 𝜚 ∫ ∫ ௥ሺ௫ሻߨʹ
଴ ଷ௫భݎ

௫మ  ݔ݀ ݎ݀ 

ܫ = 𝜚 ∫ ͳͶ ∗ ߨʹ ∗ ሻସ௫భݔሺݎ
௫మ  ݔ݀ 

ܫ = ͳʹ ∗ 𝜚 ∗ ߨ ∫ ሻସ௫భݔሺݎ
௫మ  ݔ݀ 
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Den Gedanken aus a) kann man weiterführen und mit b) verknüpfen: 

Vektor S war: 

 ܵ = ൮ cosሺߛሻ ∗ (ܴ − tan (ͳʹ (ߙ ∗ tan (ͳʹ (ߚ ∗ (ௌ′ݔ + sinሺߛሻ ∗ ሻߛௌ−sinሺ′ݔ ∗ (ܴ − tan (ͳʹ (ߙ ∗ tan (ͳʹ (ߚ ∗ (ௌ′ݔ + cosሺߛሻ ∗  (ௌ′ݔ

 :ௌ umgeformtݕ

ௌݕ = ௌ′ݔ (sinሺߛሻ − cosሺߛሻ ∗ tan (ͳʹ (ߙ ∗ tan (ͳʹ ((ߚ + cosሺߛሻ ∗  :ௌ′ݔ ௌ umgeformt nachݔ ܴ

ௌݔ = −sinሺߛሻ ∗ (ܴ − tan (ͳʹ (ߙ ∗ tan (ͳʹ (ߚ ∗ (ௌ′ݔ + cosሺߛሻ ∗  ௌ′ݔ

ௌݔ = −sinሺߛሻ ∗ ܴ + sinሺߛሻ ∗ tan (ͳʹ (ߙ ∗ tan (ͳʹ (ߚ ∗ ௌ′ݔ + cosሺߛሻ ∗  ௌ′ݔ

ௌݔ = ௌ′ݔ (sinሺߛሻ ∗ tan (ͳʹ (ߙ ∗ tan (ͳʹ (ߚ + cosሺߛሻ)−sinሺߛሻ ∗ ܴ 

ௌ′ݔ = ௌݔ + sinሺߛሻ ∗ ܴsinሺߛሻ ∗ tan ቀͳʹ ቁߙ ∗ tan ቀͳʹ ቁߚ + cosሺߛሻ 

Einsetzen in ݕௌ und man hat die Funktionsgleichung der Bahn, auf der sich der Schwerpunkt bewegt, 

errechnet: 

ௌሻݔௌሺݕ = ௌݔ + sinሺߛሻ ∗ ܴsinሺߛሻ ∗ tan ቀͳʹ ቁߙ ∗ tan ቀͳʹ ቁߚ + cosሺߛሻ ∗ (sinሺߛሻ − cosሺߛሻ ∗ tan (ͳʹ (ߙ ∗ tan (ͳʹ ((ߚ + cosሺߛሻ ∗ ܴ 

Das Ganze wird offensichtlich eine ganzrationale Funktion 1. Gerades sein. Um die Gleichung ein 

bisschen handlicher zu machen konstruiert man sie mit Hilfe eines Punktes und der Steigung neu: 

ܲሺ−sinሺߛሻ ∗ ܴ; cosሺߛሻ ∗ ܴሻ  Steigung ܮ = ቀୱ୧୬ሺఊሻ−c୭ୱሺఊሻ∗୲a୬ቀభమఈቁ∗୲a୬ቀభమఉቁቁୱ୧୬ሺఊሻ∗ ୲a୬ቀభమఈቁ∗୲a୬ቀభమఉቁ+c୭ୱሺఊሻ  

ௌሻݔௌሺݕ = ቀsinሺߛሻ − cosሺߛሻ ∗ tan ቀͳʹ ቁߙ ∗ tan ቀͳʹ ሻߛቁቁsinሺߚ ∗ tan ቀͳʹ ቁߙ ∗ tan ቀͳʹ ቁߚ + cosሺߛሻ ௌݔ +  ܥ

cosሺߛሻ ∗ ܴ = ቀsinሺߛሻ − cosሺߛሻ ∗ tan ቀͳʹ ቁߙ ∗ tan ቀͳʹ ሻߛቁቁsinሺߚ ∗ tan ቀͳʹ ቁߙ ∗ tan ቀͳʹ ቁߚ + cosሺߛሻ ∗ ሺ−sinሺߛሻሻ ∗ ܴ +  ܥ



Benedikt Buller  
Seite 7 

 

  

ܥ = ܴ ቌcosሺߛሻ + sinሺߛሻ ∗ ቀsinሺߛሻ − cosሺߛሻ ∗ tan ቀͳʹ ቁߙ ∗ tan ቀͳʹ ሻߛቁቁsinሺߚ ∗ tan ቀͳʹ ቁߙ ∗ tan ቀͳʹ ቁߚ + cosሺߛሻ ቍ 

ௌሻݔௌሺݕ = ቀsinሺߛሻ − cosሺߛሻ ∗ tan ቀͳʹߙቁ ∗ tanቀͳʹ ሻߛቁቁsinሺߚ ∗ tan ቀͳʹߙቁ ∗ tanቀͳʹ ቁߚ + cosሺߛሻ ௌݔ + ܴ ቌcosሺߛሻ + sinሺߛሻ ∗ ቀsinሺߛሻ − cosሺߛሻ ∗ tanቀͳʹ ቁߙ ∗ tan ቀͳʹ ሻߛቁቁsinሺߚ ∗ tanቀͳʹ ቁߙ ∗ tanቀͳʹ ቁߚ + cosሺߛሻ ቍ 

Für ቀsinሺߛሻ−cosሺߛሻ∗tanቀͳʹߙቁ∗tanቀͳʹߚቁቁsinሺߛሻ∗ tanቀͳʹߙቁ∗tanቀͳʹߚቁ+cosሺߛሻ   wird im Folgenden L benutzt: 

ௌሻݔௌሺݕ = ܮ ∗ ௌݔ + ܴሺcosሺߛሻ + sinሺߛሻ ∗  ሻܮ

Für die unten angegebenen Werte sieht die Bahn des Schwerpunktes von der Seite daher so aus. Die 

Linie durch den Ursprung ist die Schienenebene von der Seite aus betrachtet. Die Angaben sind in m: 

 

Auf den Doppelkegel wirkt eine Kraft, die sich über die Steigung L von der Bahn des Schwerpunktes und 

über ܨ௚ bestimmen lässt: 

Abb3 

 

 

 

 

 tanሺ𝜑ሻ = 𝜑 ܮ− = arctan ሺ−ܮሻ 

Aus Abb3 folgt: 

sinሺ𝜑ሻ = ܨௌீܨ  

ௌܨ = sinሺ𝜑ሻ ∗ ܨீ  

 ௌܨ

ܨீ  

𝜑 
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Ersetzen von 𝜑 und ீܨ ௌܨ : = sinሺarctan ሺ−ܮሻሻ ∗ ݉ ∗ ݃ 

Diese Kraft setzt je nachdem, wo sich der Doppelkegel befindet, auf Grund des variablen Abstandes von  

der Rotationsachse zu den Auflagepunkten an verschieden langen Hebeln an, also an den genauen 

Auflagepunkten. Dieser Abstand ist ݕ‘ௌ (siehe Abb2). 

Die Winkelbeschleunigung ܽఋ ergibt sich aus dem Drehmoment M und dem Trägheitsmoment I: 

ܽఋ = ܫܯ  

Mit ܯ = ݎ ∗ ݎ ௌ undܨ =  ௌ‘ݕ

ܽఋ = ௌ‘ݕ ∗ ܫௌܨ  

ܽఋ = ͳͲ ∗ ௌ‘ݕ ∗ ͵ௌܨ ∗ ݉ ∗ ܴ;  

Die Winkelgeschwindigkeit ergibt sich durch Integrieren der Winkelbeschleunigung nach der Zeit: 

𝜔ሺݐሻ = ∫ܽఋ ݐ݀ = ∫ͳͲ ∗ ௌ‘ݕ ∗ ͵ௌܨ ∗ ݉ ∗ ܴ; ݐ݀ = ͳͲ ∗ ௌ‘ݕ ∗ ͵ௌܨ ∗ ݉ ∗ ܴ; ݐ + 𝜔଴ 

Die Geschwindigkeit ergibt sich aus: ݒሺݐሻ = 𝜔ሺݐሻ ∗  ሻݐሺݎ

Um an ݎሺݐሻ zu kommen benötigt man zunächst ݎሺߜሻ (ߜ:gerollter winkel). 

Um dies zu erreichen kann man kann die Länge der Spirale, die von den Schienen auf den Doppelkegeln 

gezeichnet würde, ansehen als die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks, bei dem eine Kathete 

durch die Länge von der Kante Doppelkegels bis zur Spitze des Kegels gegeben ist und dieser Seite ein 

Winkel ߝ gegenüber liegt, der von ߙ und ߚ abhängt: 

 

 

 

 

 

 

 

ܴsin ቀͳʹ  ቁߙ

 ߝ
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Man konstruiert diesen Winkel wie folgt: 

Bei Betrachtung der Vektoren 

 ܽ = (−ͳͲͲ ) ௫ଶܾ⃑⃑ ݀݊ݑ  ⃑⃑⃑⃑ = (−ͳݔଶͲ ) 

Fordern wir also mit der allgemeinen Formel: cosሺ𝜑ሻ = | ௔⃑ ∗௕⃑ |௔⃑ |∗|௕⃑ || 
cos (ͳʹ (ߚ = ͳ√ݔଶଶ + ͳ 

⇒ ଶݔ = √ ͳcos ቀͳʹ ቁଶߚ − ͳ 

Äquivalent für den anderen Vektor: 

 ܿ = (ͲͳͲ) ௫ଶ⃑⃑݀ ݀݊ݑ  ⃑⃑ ⃑⃑ = ( Ͳͳݔଷ) 

cos (ͳʹ (ߙ = ͳ√ݔଷଶ + ͳ 

ଷݔ = √ ͳcos ቀͳʹ ቁଶߙ − ͳ 

ܾ௫ଶ⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑ = (  
 −ͳ

√ ͳcos ቀͳʹ ቁଶߚ − ͳ
Ͳ )  

 
 

݀௫ଷ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ =
( 
  

Ͳͳ
√ ͳcos ቀͳʹ ቁଶߙ − ͳ) 

   

Für den Winkel zwischen den Vektoren gilt also: 
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cosሺߝሻ = √ ͳcos ቀͳʹ ቁଶߚ − ͳ
√ͳ + √ ͳcos ቀͳʹ ቁଶߙ − ͳଶ ∗ √ͳ + √ ͳcos ቀͳʹ ቁଶߚ − ͳଶ 

cosሺߝሻ = √ ͳcos ቀͳʹ ቁଶߚ − ͳ
ͳcos ቀͳʹ ቁߙ ∗ cos ቀͳʹ ቁߚ  

ߝ =  )ݏ݋ܿݎܽ
 cos (ͳʹ (ߙ ∗ cos (ͳʹ (ߚ ∗ √ ͳcos ቀͳʹ ቁଶߚ − ͳ) 

 
 

 

Für die Strecke S(Hypothenuse) ergibt sich also: 

sin ሺߝሻ = ቌ ܴsin ቀͳʹ ቁቍܵߙ  

ܵ = ͳܴ ∗ sin ሺߝሻ ∗ sin (ͳʹ  (ߙ

Nun überlegt man sich, dass ݎሺߜሻ eine logarithmische Spirale ist. Die Spirale, die Schienen auf dem Kegel 

zeichnen würden, hat nämlich die Eigenschaft, dass es sich um eine gleichwinklige Spirale handelt, und 

dass sich der Abstand zur Rotationsachse immer um einen bestimmten Faktor pro Winkel verringert. In 

die Ebene gepresst entspricht sie der gesuchten Funktion.(besonders Anschaulich siehe Ende von 

Aufgabenteil e) Also gilt: ݎሺߜሻ = ܽ ∗ ݁௞∗ఋ 

Mit der Forderung: ݎሺͲሻ = ሻߜሺݎ ܴ = ܴ ∗ ݁௞∗ఋ 

Und mit der Forderung, dass die Bogenlänge der Spirale für unendlich große Winkel  kombiniert mit der 

Ausdehnung in die 3te Dimension (Satz des Pythagoras) des Doppelkegels gleich der Gesamtlänge der 

Spirale ist. Nach der Formel für die Bogenlänge in Polarkoordinaten ergibt sich also: 
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ܵ = ∫ ߜሻ݀ߜሺݎ݀)√ ) ; + ሻ;𝜑ଶߜሺݎ
𝜑ଵ  ߜ݀

Kombiniert man dies mit dem Satz des Pythagoras und bezieht so die dritte Dimension mit ein, ergibt 

sich also die Forderung: 

ͳܴ ∗ ሻߝሺ݊݅ݏ ∗ sin (ͳʹ (ߙ = √ቌ ܴtan ቀͳʹ ቁቍߙ ; + ቌ∫ ߜሻ݀ߜሺݎ݀)√ ) ; + ∞;ሻߜሺݎ
଴ ቍଶߜ݀

 

ሻߜሺݎ ݐ݅݉ = ܴ ∗ ݁௞∗ఋ  

Lösen des Integrals: 

∫ √ሺܴ ∗ ݇ ∗ ݁௞∗ఋሻ; + ሺܴ ∗ ݁௞∗ఋሻ;∞
଴  ߜ݀

∫ √ܴ; ∗ ሺ݁௞∗ఋሻଶ ∗ ሺ݇; + ͳሻ∞
଴  ߜ݀

∫ ݁௞∗ఋ ∗ ܴ√ሺ݇; + ͳሻ∞
଴  ߜ݀

ܴ√ሺ݇; + ͳሻ∫ ݁௞∗ఋ∞
଴  ߜ݀

ܴ√ሺ݇; + ͳሻ [ͳ݇ ݁௞∗ఋ]଴∞
 

Dies kann nur gegen einen Wert konvergieren, wenn k negativ ist. K muss also negativ sein. Unter der 

Annahme k<0 Also: 

ܴ√ሺ݇; + ͳሻ ∗ (− ͳ݇) 

ܴ√ሺ݇; + ͳሻ ∗ (ͳ݇)ଶ
 

ܴ√ͳ + ͳ݇; 

Also mit der oberen Formel: 
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ͳܴ ∗ ሻߝሺ݊݅ݏ ∗ sin (ͳʹ (ߙ = √ቌ ܴtan ቀͳʹ ቁቍߙ ; + ቌܴ√ͳ + ͳ݇;ቍଶ
 

ͳܴ ∗ ሻߝሺ݊݅ݏ ∗ sin (ͳʹ (ߙ = √ ܴ;tan ቀͳʹ ቁߙ ; + ܴ; (ͳ + ͳ݇;) 

ͳܴ ∗ ሻߝሺ݊݅ݏ ∗ sin (ͳʹ (ߙ = √ܴ;ቌ ͳtan ቀͳʹ ቁߙ ; + ͳ + ͳ݇;ቍ 

ͳܴ ∗ ሻߝሺ݊݅ݏ ∗ sin (ͳʹ (ߙ = ܴ√ ͳtan ቀͳʹ ቁߙ ; + ͳ + ͳ݇; 

ቌͳܴ ∗ ሻߝሺ݊݅ݏ ∗ sin ቀͳʹ ቁܴߙ ቍଶ − ͳtan ቀͳʹ ቁଶߙ − ͳ = ͳ݇; 

ቀͳܴ ∗ ሻߝሺ݊݅ݏ ∗ sin ቀͳʹ ቁቁଶߙ tan ቀͳʹ ቁଶߙ
ܴ; ∗  tan ቀͳʹ ቁଶߙ − ܴ;tan ቀͳʹ ቁଶߙ ∗ ܴ; − tan ቀͳʹ ቁଶߙ ∗ ܴ;tan ቀͳʹ ቁଶߙ ∗ ܴ; = ͳ݇; 

ቆͳܴ ∗ ሻߝሺ݊݅ݏ ∗ sin ቀͳʹ ቁߙ ∗ tan ቀͳʹ ቁቇଶߙ − ܴଶ − tan ቀͳʹ ቁଶߙ ∗ ܴ;
ܴ; ∗ tan ቀͳʹ ቁଶߙ = ͳ݇; 

݇; = ܴ; ∗  tan ቀͳʹ ቁଶߙ
ቆͳܴ ∗ ሻߝሺ݊݅ݏ ∗ sin ቀͳʹ ቁߙ ∗ tan ቀͳʹ ቁቇଶߙ − ܴଶ ∗ ቆͳ + tan ቀͳʹ  ቁଶቇߙ

݇ = − ܴ ∗ tan ቀͳʹ ቁߙ
√ቆͳܴ ∗ ሻߝሺ݊݅ݏ ∗ sin ቀͳʹ ቁߙ ∗ tan ቀͳʹ ቁቇଶߙ − ܴଶ ∗ ቆͳ + tan ቀͳʹ  ቁଶቇߙ

 

Also ist die Funktion: 
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ሻߜሺݎ = ܴ ∗ ݁− ோ∗୲a୬ ቀଵଶఈቁ√ቆଵோ∗௦௜௡ሺఌሻ∗ୱ୧୬ቀଵଶఈቁ∗୲a୬ ቀଵଶఈቁቇమ−ோమ∗(ଵ+୲a୬ ቀଵଶఈቁమ)∗ఋ
 

In Polarkoordinaten sieht die Kurve für die in Aufgabenteil d gegebenen Werte wie folgt aus: 

 

Nun braucht man r(t) und gelangt einfach durch Einsetzen des zurückgelegten Winkels nach einer Zeit 

dorthin: 

ሻݐሺߜ = ∫𝜔ሺݐሻ ݐ݀ = ∫ͳͲ ∗ ௌ‘ݕ ∗ ͵ௌܨ ∗ ݉ ∗ ܴ; ݐ ݐ݀ = ͳͲ ∗ ௌ‘ݕ ∗ ௌ͸ܨ ∗ ݉ ∗ ܴ;  ;ݐ

ሻߜሺݎ = ܴ ∗ ݁௞∗ఋ 

⇒ ሻݐሺݎ = ܴ ∗ ݁௞∗(ଵ଴∗௬‘ೄ∗ிೄ଺∗௠∗ோ; ௧;)
 

 

Mit ݒሺݐሻ = 𝜔ሺݐሻ ∗  ሻݐሺݎ

ሻݐሺݒ = ͳͲ ∗ ௌ‘ݕ ∗ ͵ௌܨ ∗ ݉ ∗ ܴ; ݐ ∗ ܴ ∗ ݁௞∗(ଵ଴∗௬‘ೄ∗ிೄ଺∗௠∗ோ; ௧;)
 

Der Übersichtlichkeit wegen substituieren wir: ͳͲ ∗ ௌ‘ݕ ∗ ͵ௌܨ ∗ ݉ ∗ ܴ; :=  ݖ
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ሻݐሺݒ = ݖ ∗ ܴ ∗ ݐ ∗ ݁ଵଶ௞∗௭∗ሺ௧;ሻ
 

ሻݐሺݏ = ݐ݀ ሻݐሺݒ∫ = ݖ∫ ∗ ܴ ∗ ݐ ∗ ݁ଵଶ௞∗௭∗ሺ௧;ሻ݀ݐ = ݖ ∗ ܴ ∗ ∫ ݐ ∗ ݁ଵଶ௞∗௭∗(௧మ൯ ݐ݀ = ݖ ∗ ܴ ∗ ͳʹ ∗ ͳʹ ݇ ∗ ݖ ∗ ݁ଵଶ௞∗௭∗௧మ
 

ሻݐሺݏ = ܴ݇ ∗ ݁ଵଶ௞∗௭∗(௧మ൯ 

Nach t umformen: 

√݈݊ ቀݏ ∗ ܴ݇ ቁ ∗ ʹ݇ ∗ ݖ =  ሻݏሺݐ

In v(t) einsetzen und man hat v(s): 

ሻݏሺݒ = ݖ ∗ ܴ ∗ √݈݊ ቀݏ ∗ ܴ݇ ቁ ∗ ʹ݇ ∗ ݖ ∗ ݁ଵଶ௞∗௭∗( 
 ൮√௟௡ቀ௦∗௞ோ ቁ∗ଶ௞∗௭ )మ

) 
 

 

ሻݏሺݒ = ݖ ∗ ܴ ∗ √݈݊ ቀݏ ∗ ܴ݇ ቁ ∗ ʹ݇ ∗ ݖ ∗ ݁ଵଶ௞∗௭∗ቌ௟௡ቀ௦∗௞ோ ቁ∗ଶ௞∗௭ ቍ
 

ሻݏሺݒ = ݖ ∗ ܴ ∗ √݈݊ ቀݏ ∗ ܴ݇ ቁ ∗ ʹ݇ ∗ ݖ ∗ ݁௟௡ቀ௦∗௞ோ ቁ
 

ሻݏሺݒ = ݖ ∗ ܴ ∗ √݈݊ ቀݏ ∗ ܴ݇ ቁ ∗ ʹ݇ ∗ ݖ ∗ ݏ ∗ ܴ݇  

ሻݏሺݒ = ݖ ∗ √݈݊ ቀݏ ∗ ܴ݇ ቁʹ݇ ∗ ݖ ∗ ݏ ∗ ݇ 

݇ = − ܴ ∗ tan ቀͳʹ ቁߙ
√ቆͳܴ ∗ ሻߝሺ݊݅ݏ ∗ sin ቀͳʹ ቁߙ ∗ tan ቀͳʹ ቁቇଶߙ − ܴଶ ∗ ቆͳ + tan ቀͳʹ  ቁଶቇߙ

ݖ = ͳͲ ∗ ௌ‘ݕ ∗ ͵ௌܨ ∗ ݉ ∗ ܴ; ௌܨ  = sinሺarctan ሺ−ܮሻሻ ∗ ݉ ∗ ݃ 
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ܮ = ቀsinሺߛሻ − cosሺߛሻ ∗ tan ቀͳʹ ቁߙ ∗ tan ቀͳʹ ሻߛቁቁsinሺߚ ∗ tan ቀͳʹ ቁߙ ∗ tan ቀͳʹ ቁߚ + cosሺߛሻ  

ௌ‘ݕ = ܴ − tan (ͳʹ (ߙ ∗ tan (ͳʹ (ߚ ∗ ௌ′ݔ = ܴ − tan (ͳʹ (ߙ ∗ tan (ͳʹ (ߚ ∗  ݏ

Exp 

ݖ = ͳͲ ∗  ቀܴ − tan ቀͳʹ ቁߙ ∗ tan ቀͳʹ ቁߚ ∗ ቁݏ ∗ ͵ௌܨ ∗ ݉ ∗ ܴ; = ͳͲ ∗ ܴ ∗ ͵ௌܨ ∗ ݉ ∗ ܴ; − ͳͲ ∗ tan ቀͳʹ ቁߙ ∗ tan ቀͳʹ ቁߚ ∗ ͵ௌܨ ∗ ݉ ∗ ܴଶ ∗  ݏ

ଵݖ = ͳͲ ∗ ͵ௌܨ ∗ ݉ ∗ ܴ 

ଶݖ = ͳͲ ∗ tan ቀͳʹ ቁߙ ∗ tan ቀͳʹ ቁߚ ∗ ͵ௌܨ ∗ ݉ ∗ ܴଶ ݖ  = ଵݖ − ଶݖ ∗  ݏ

ߝ =  )ݏ݋ܿݎܽ
 cos (ͳʹ (ߙ ∗ cos (ͳʹ (ߚ ∗ √ ͳcos ቀͳʹ ቁଶߚ − ͳ) 

 
 

Somit ist dies die Formel für die Geschwindigkeit in Abhängigkeit von der Strecke in der aufgespannten 

Ebene: 

ሻݏሺݒ = ሺݖଵ − ଶݖ ∗ ሻݏ ∗ √ ݈݊ ቀݏ ∗ ܴ݇ ቁ ∗ ʹ݇ ∗ ሺݖଵ − ଶݖ ∗ ሻݏ ∗ ݏ ∗ ݇ 

 

 

Plausibilitätsprüfung (Stärken und Schwächen der Formel): 

Der Graph lässt erkennen, dass der Doppelkegel an Geschwindigkeit zulegt, nach etwas mehr als der 

Hälfte aber wieder ausgebremst wird. Die Unsymmetrie ist daher plausibel, da der Schwerpunkt, wie in 

der Aufgabe gefordert, relativ zur aufgespannten Ebene betrachtet wird. Beispielschaaren mit 

konstantem R und in d angegebenen Werten untermauern die Plausibilität: 
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Schaar 1 der Kurve mit ߙ = ͷͲ°; ߛ = ͷ° ܴ = Ͳ,͵͹͸͵ͳ͹݉ von ߚ = ʹͷ° − ͺͲ° Schaar 2 der Kurve mit ߙ = ͷͲ°; ߚ = ͶͲ° ܴ = Ͳ,͵͹͸͵ͳ͹݉ von ߛ = ͻ,ͷ° − Ͳ° 

Schaar 3 der Kurve mit ߚ = ͶͲ°; ߛ = ͷ° ܴ = Ͳ,͵͹͸͵ͳ͹݉ von ߙ = ͷͲ° − ͺͷ° 
 

Die Angaben von z.b. "ܹ݈݅݊݇݁ = ͷͲ° −ͺͷ°"  

sind so gewählt, dass der Graph, der der x-

Achse offensichtlich am nächsten ist, dem 

ersten Winkel(ͷͲ°) zugeordnet wird. 
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Die Graphen von Schaar 1 erscheinen sinnvoll, da ein kleiner Winkel ߚ schon intuitiv für eine geringere 

Geschwindigkeit des Kegels sorgt. Auch wenn man sich die Steigung der Geraden für den Verlauf des 

Schwerpunktes anschaut, vergrößert sich diese mit kleiner werdendem ߚ und somit vergrößert sich der 

Rollweg in der Ebene. 

Die Graphen von Schaar 2 erscheinen sinnvoll, da ein großer Winkel ߛ für eine geringe Geschwindigkeit 

des Kegels spricht. Auch dass alle Nullstellen der Graphen identisch sind, ist sinnvoll, da zwar aus 

horizontaler Sicht von außen der Kegel intuitiv nicht so weit rollen wird, aber durch den erhöhten Winkel 

aus Sicht der Schienenebene dennoch der selbe Weg in ihr zurückgelegt wird. 

Die Graphen von Schaar 3 erscheinen sinnvoll, da ein großer Winkel ߙ auch intuitiv eine höhere 

Geschwindigkeit bedeutet. 

Was die Formel nicht plausibel macht, ist der Radius R des Kegels: 

Setzt man alle Werte gemäß Aufgabenstellung d ein, ergibt sich folgendes Problem: 

 

Nach dem Graphen muss die gerollte Strecke bei ca. 4m liegen 

SĐhaut ŵaŶ siĐh folgeŶde KoŶstruktioŶ aŶ… 
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…ǁeiß ŵaŶ, dass die gerollte StreĐke iŶ der EďeŶe ŶaĐh Pythagoras uŵ die 0,6ŵ ist (genauer in d). Das 

passt nicht zusammen.  

Dennoch lässt sich aufgrund des Verhaltens bezüglich der Variation der Winkel vermuten, dass die 

Funktion von den Winkeln her passen kann. Rein von der Methodik ist die Herleitung plausibel 
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Nr.1 d) 

Hergeleitet wurde in c bereits folgende Funktion für die Kurve auf der sich der Schwerpunkt bewegt: ݕௌሺݔௌሻ = ܮ ∗ ௌݔ + ܴሺcosሺߛሻ + sinሺߛሻ ∗  ሻܮ

 

Die in der Ebene gerollte Strecke ist folglich die Strecke vom Ursprung bis zum Schnittpunkt mit der 

aufgespannten Ebenen, die in 2 Dimensionen ebenfalls zur Gerade wird. Zu dieser Geraden gehört 

offenbar folgende Funktionsgleichung: ܧሺݔௌሻ = tanሺߛሻ ∗  ௌݔ

Beim Schnittpunkt gilt: ݕௌሺݔௌሻ =  ௌሻݔሺܧ

ܮ  ∗ ௌݔ + ܴሺcosሺߛሻ + sinሺߛሻ ∗ ሻܮ = tanሺߛሻ ∗ ܮௌሺݔ ௌݔ − tanሺߛሻሻ + ܴሺcosሺߛሻ + sinሺߛሻ ∗ ሻܮ = Ͳ 

ௌଵݔ = −ܴሺcosሺߛሻ + sinሺߛሻ ∗ ܮሻܮ − tanሺߛሻ  

Für den y-Wert ergibt sich: 

ௌଵݕ = ௌଵሻݔሺܧ = −tanሺߛሻ ܴሺcosሺߛሻ + sinሺߛሻ ∗ ܮሻܮ − tanሺߛሻ  

Mit Pythagoras also: 

,ߛ)ܵ ܴ, ,ߙሺܮ ,ߚ ሻ൯ߛ = √ቆ−ܴሺcosሺߛሻ + sinሺߛሻ ∗ ܮሻܮ − tanሺߛሻ ቇଶ + ቆ−tanሺߛሻ ܴሺcosሺߛሻ + sinሺߛሻ ∗ ܮሻܮ − tanሺߛሻ ቇଶ
 

Setzt man die gegebenen Werte ein ergibt sich: ܵ ≈ Ͳ,ͷͺͻͳͻͺͶ͵͵ͻͻ͸Ͷͳͺ ݉ 
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Geht man von einer plausiblen Kurvenschaar bezüglich ߙ, ,ߚ  in c aus und legt R so fest, dass an ߛ

berechneter Stelle eine Nullstelle ist, so ist der Y-Wert des Hochpunktes ungefähr die maximal 

Geschwindigkeit. Mit einem ܴ ≈ Ͳ,͵͹͸͵ͳ͹ͷ m , welches sich in beliebiger Genauigkeit z.B mit einer 

Variante des Newtonverfahren bestimmen lässt, ergibt sich folgende Kurve: 

      

Der y-Wert des Hochpunktes der Funktion ergibt sich durch systematisches Vergleichen von ݕ bei 

variablem Verändern von ݔ eine analytische Lösung ist nicht möglich: ݕ௠௔௫ = ௠௔௫ݒ ≈ Ͳ,ͺͳ͸ʹͷͺͶ͹ͷͳ ݏ݉  

e) 

Die angegebene Annahme wurde in keinem Aufgabenteil benutzt und daher sind die gelieferten 

Ergebnisse unabhängig von dieser. Somit ist herausgefunden was tatsächlich passiert. Die tatsächlichen 

Auflagepunkte werden durch die Spirale charakterisiert, die hergeleitet wurde. Diese lässt sich bei Bedarf 

paraŵetrisiereŶ uŶd aus der EďeŶe durĐh eiŶe 3te VektorkoŵpoŶeŶte iŶ deŶ Rauŵ „zieheŶ“ uŶd hat 
dann nach Spiegelung an der x1x2-Ebene den genauen räumlichen Verlauf der Auflagepunkte auf dem 

Doppelkegel gegeben. 

ܲ⃑ = ቌcosሺߜሻ ∗ ሻߜሻsinሺߜሺݎ ∗ ଷݔሻߜሺݎ ቍ 

Mit wachsendem ߜ „sĐhŵiegt“ siĐh die Spirale asyŵptotisĐh aŶ die Spitze des Kegels aŶ. ݔଷ kann also 

nicht linear sein sondern startet bei einem Wert und schmiegt sich an einen höheren Wert an. ݔଷ muss  

also eine exponentiell beschränke Wachstumsfunktion sein, die im Exponenten den gleichen Faktor wie 

die Funktion ݎሺߜሻ im Exponenten hat. Also: 
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ଷݔ = ܿ ∗ ݁− ோ∗୲a୬ ቀଵଶఈቁ√ቆଵோ∗௦௜௡ሺఌሻ∗ୱ୧୬ቀଵଶఈቁ∗୲a୬ ቀଵଶఈቁቇమ−ோమ∗(ଵ+୲a୬ ቀଵଶఈቁమ)∗ఋ
 

Jetzt überlegt man sich, dass ܿ die Höhe einer der Kegel im Doppelkegel ist, und man weiß nach 

Betrachtung der Skizze: 

tan (ͳʹ (ߙ = ܴܿ
 

ܿ = ܴtan ቀͳʹ  ቁߙ

ଷݔ = ܴtan ቀͳʹ ቁߙ ∗ ݁− ோ∗୲a୬ ቀଵଶఈቁ√ቆଵோ∗௦௜௡ሺఌሻ∗ୱ୧୬ቀଵଶఈቁ∗୲a୬ ቀଵଶఈቁቇమ−ோమ∗(ଵ+୲a୬ ቀଵଶఈቁమ)∗ఋ
 

 

Insgesamt gilt also für den Ortsvektor des Berührungspunktes ܲ⃑  in Abhängikeit vom gerollten Winkel ߜ: 

ܲ⃑ =
( 
   
   
   cosሺߜሻ ∗ ܴ ∗ ݁− ோ∗୲a୬ ቀଵଶఈቁ√ቆଵோ∗௦௜௡ሺఌሻ∗ୱ୧୬ቀଵଶఈቁ∗୲a୬ ቀଵଶఈቁቇమ−ோమ∗(ଵ+୲a୬ ቀଵଶఈቁమ)∗ఋ

sinሺߜሻ ∗ ܴ ∗ ݁− ோ∗୲a୬ ቀଵଶఈቁ√ቆଵோ∗௦௜௡ሺఌሻ∗ୱ୧୬ቀଵଶఈቁ∗୲a୬ ቀଵଶఈቁቇమ−ோమ∗(ଵ+୲a୬ ቀଵଶఈቁమ)∗ఋ

ܴtan ቀͳʹ ቁߙ ∗ ݁− ோ∗୲a୬ ቀଵଶఈቁ√ቆଵோ∗௦௜௡ሺఌሻ∗ୱ୧୬ቀଵଶఈቁ∗୲a୬ ቀଵଶఈቁቇమ−ோమ∗(ଵ+୲a୬ ቀଵଶఈቁమ)∗ఋ ) 
   
   
   

 

 

Mit den Werten aus d ergibt sich folgende Kurve in 3D (räumlich betrachtet, von der Seite, von Oben): 

(ggf. die Komponenten(auf die Seite legen) vertauschen und mit Beträgen(spiegeln) und räumlichen 

Verschiebungen(Startpunkt definieren) arbeiten um das ganze anschaulich und der Situation angepasst 

zu verwenden.) 

Hinweis: 

In der gesamten Aufgabe 1 wurde angenommen, dass keine Reibung existiert(z.B. durch Schienen, Luftwiderstand). 

Aerodynamische Effekte(z.B. Magnuseffekt) wurden ebenfalls nicht beachtet. Die Situation wird als idealisiert 

angenommen(keine Störungen von außen). 
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Aufgabe 2 

Nr.2 a) 

Um eine Vorschrift für die Lage des Bildes in Abhängigkeit vom Gegenstand zu erhalten, wird zunächst 

eine allgemeine Betrachtung vorgenommen, wobei anschließend der Spezialfall, wenn ݎଵ → ∞ geht, 

betrachtet wird, und dieser gleichzeitig die Lösung ist. Wie angegeben wird die paraxiale Optik als Modell 

verwendet. (AE ist also in Näherung die Gegenstandsweite und ED in Näherung die Bildweite) 

Skizze: 

 

Nach dem fermatschen Prinzip sind die Strecken AE+ED zeitlich gleichlang wie AB+BC+CD. Daraus folgt: ݊௪ ∗ ܧܣ + ݊଴ ∗ ܦܧ = ݊௪ ∗ ܤܣ + ݊௅ ∗ ܥܤ + ݊଴ ∗  ܦܥ

Nun betrachtet man um wie viel länger der Weg AE+ED als AD ist: 

Zunächst für AE: ∆ ஺ܵா = ܧܣ − ܿ 

Nach dem Satz des Pythagoras: 

c 



Benedikt Buller  Seite 

24 

 

  

ଶܧܣ − ܿଶ = ሺܧܣ + ܿሻ ∗ ሺܧܣ − ܿሻ = ሺܧܣ + ܿሻ ∗ ∆ ஺ܵா = ℎଶ 

Da mit Strahlen nahe der optischen Achse, also Kleinwinkelnäherung gerechnet wird: ܧܣ ≈ ܿ ⇒ ʹ ∗ ܧܣ ∗ ∆ ஺ܵா = ℎଶ 

⇒ ∆ ஺ܵா = ℎଶʹ ∗  ܧܣ

Also gilt insgesamt für die optische Wegdifferenz: 

∆ܵଵ = ℎଶʹ ∗ ܧܣ ∗ ݊௪ + ℎଶʹ ∗ ܦܧ ∗ ݊଴ 

Nach dem fermatschen Prinzip muss diese Wegdifferenz ausgeglichen sein, durch den optisch längeren 

Weg auf der Strecke durch BC. Dazu überlegt man sich, welchen Weg(optisch) das Licht ohne das 

Linsenmaterial auf der Strecke BC zurückgelegt hat, und zieht diesen Weg von dem Weg mit 

Linsenmaterial ab. In dem Fall der Plankonvexen Linse die von außen aufgeklebt wird wäre das: ܵ௢ℎ௡௘ ௅௜௡௦௘ = ܥܤ ∗ ݊଴ ⇒ ∆ܵଶ = ݊௅ ∗ ܥܤ − ሺܥܤ ∗ ݊଴ሻ ∆ܵଶ = ሺ݊௅ܥܤ − ݊଴ሻ 

Es muss gelten: ∆ܵଵ = ∆ܵଶ ℎଶʹ ∗ ܧܣ ∗ ݊௪ + ℎଶʹ ∗ ܦܧ ∗ ݊଴ = ሺ݊௅ܥܤ − ݊଴ሻ 

BC lässt sich in Näherung mit dem selben Trick, der bei ∆ ஺ܵாangewandt wurde mit h², ݎଵ und ݎଶ 

ausdrücken(M sei im Folgenden der Mittelpunkt einer der Kreise dessen Rand den einen Rand der Linse 

beschreibt): 

 

 

;ଶݎ  − ܽଶ = ሺݎଶ + ܽሻሺݎଶ − ܽሻ = ℎ; ∆݀ = ሺݎଶ − ܽሻ ሺݎଶ + ܽሻ ∗ ∆݀ = ℎ; 

Mit der Kleinwinkelnäherung: 

M 

h 
𝑟ଶ 

a C ∆𝑑 
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ଶݎ ≈ ܽ 

∆݀ = ℎ;ʹ ∗  ଶݎ

 :ist folglich ܥܤ

ܥܤ = ℎ;ʹ ∗ ଵݎ + ℎ;ʹ ∗  ଶݎ

Setzt man das nun in die obere Formel ein: ℎଶʹ ∗ ܧܣ ∗ ݊௪ + ℎଶʹ ∗ ܦܧ ∗ ݊଴ = ሺ݊௅ܥܤ − ݊଴ሻ ℎଶʹ ∗ ܧܣ ∗ ݊௪ + ℎଶʹ ∗ ܦܧ ∗ ݊଴ = ቆ ℎ;ʹ ∗ ଵݎ + ℎ;ʹ ∗ ଶቇݎ ሺ݊௅ − ݊଴ሻ 

ͳܧܣ ∗ ݊௪ + ͳܦܧ ∗ ݊଴ = (ͳݎଵ + ͳݎଶ) ሺ݊௅ − ݊଴ሻ 

Fallen parallele Strahlen ein, wird ED annäherungsweise zur realen Brennweite (Brennweite des ganzen 

Aufbaus): 

lim஺ா→∞ ͳܧܣ ∗ ݊௪ + ͳܦܧ ∗ ݊଴ = ͳܦܧ ∗ ݊଴ 

⇒ ͳ݂ோ = ͳ݊଴ ∗ (ͳݎଵ + ͳݎଶ) ∗ ሺ݊௅ − ݊଴ሻ 

Mit ݎଵ → ∞ gilt für den vorliegenden Fall: 

lim௥భ→∞ ͳ݊଴ ∗ (ͳݎଵ + ͳݎଶ) ∗ ሺ݊௅ − ݊଴ሻ = ͳ݊଴ ∗ ଶݎ ∗ ሺ݊௅ − ݊଴ሻ = ͳ݂ோ 

⇒ ଶݎ = ோ݂݊଴ ∗ ሺ݊௅ − ݊଴ሻ 

Das gleiche für die Formel, die die Beziehung zwischen AE und ED beschreibt: 

lim௥భ→∞ ͳܧܣ ∗ ݊௪ + ͳܦܧ ∗ ݊଴ = lim௥భ→∞ (ͳݎଵ + ͳݎଶ) ሺ݊௅ − ݊଴ሻ = ͳݎଶ ሺ݊௅ − ݊଴ሻ 

Für den gesuchten Fall gilt also: 

⇒ ͳܧܣ ∗ ݊௪ + ͳܦܧ ∗ ݊଴ = ͳݎଶ ሺ݊௅ − ݊଴ሻ 
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Ersetzt man ݎଶ durch 
௙ೃ௡బ ∗ ሺ݊௅ − ݊଴ሻ: ͳܧܣ ∗ ݊௪ + ͳܦܧ ∗ ݊଴ = ͳோ݂݊଴ ∗ ሺ݊௅ − ݊଴ሻ ሺ݊௅ − ݊଴ሻ 

ͳܧܣ ∗ ݊௪ + ͳܦܧ ∗ ݊଴ = ݊଴ோ݂  

ͳܦܧ = ݊଴ோ݂ − ͳܧܣ ∗ ݊௪݊଴  

Somit ist die Lage möglicher Bilder (ED) in Abhängigkeit von der Lage des Gegenstandes selbst(AE): ܦܧ = ݊଴݊଴ோ݂ − ͳܧܣ ∗ ݊௪ 

Wobei(r ist der Krümmungsradius der gebogenen Seite): 

ோ݂ = ݊଴ ∗ ሺ݊௅ݎ − ݊଴ሻ 

 

Nun muss noch betrachtet werden, wie die Beziehung zwischen der realen Brennweite ோ݂ und der 

Brennweite der Linse ݂ ist. Es gilt: ͳ݂ோ = ሺ݊௅ − ݊଴ሻ݊଴ ∗ ݎ  

Nach der vereinfachten Linsenschleiferformel gilt: ͳ݂ = ሺ݊௅ − ݊଴ሻ݊଴ ∗ (ͳݎଵ + ͳݎଶ) 

Lässt man ݎଵ → ∞ wachsen ergibt sich: ͳ݂ = ሺ݊௅ − ݊଴ሻ݊଴ ∗ ݎ  

⇒ ோ݂ = ݂ 

Also: ܦܧ = ݊଴݊଴݂ − ͳܧܣ ∗ ݊௪ 
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 ist positiv, wenn das Bild rechts ܦܧ ist positiv, wenn der Gegenstand links von der Linse liegt, und ܧܣ 

von der Linse liegt. 

Wenn ܦܧ negativ ist und ܧܣ positiv ist, so muss folglich ein virtuelles und daraus folgend ein aufrechtes 

und vergrößertes Bild bestehen. Wenn ܦܧ positiv ist und ܧܣ positiv ist, so muss ein reelles und daraus 

folgend umgedrehtes Bild bestehen. 

Betrachtet wird also wann ܦܧpositiv bzw. negativ ist: ܦܧ > Ͳ ݊଴݊଴݂ − ͳܧܣ ∗ ݊௪ > Ͳ 

௡బ೙బ𝑓 − భ𝐴𝐸∗௡𝑤 ist größer 0 wenn 
௡బ௙ − ଵ஺ா ∗ ݊௪ größer 0 ist: 

݊଴݂ − ͳܧܣ ∗ ݊௪ > Ͳ ݊଴݂ > ͳܧܣ ∗ ݊௪ 

ܧܣ > ݂݊଴ ∗ ݊௪ 

 ⇒ ܧܣ ist folglich größer Null wenn ܦܧ > ௙௡బ ∗ ݊௪ gilt. In diesem Fall besteht ein umgekehrtes reelles 

Bild. ⇒ ܧܣ ist folglich kleiner Null wenn ܦܧ < ௙௡బ ∗ ݊௪ gilt. In diesem Fall besteht ein aufrechtes virtuelles und 

vergrößertes Bild. 

 

Ist der Fall   ʹ ∗ ௙௡బ ∗ ݊௪ > ܧܣ > ௙௡బ ∗ ݊௪ gegeben, so handelt es sich um ein umgekehrtes reelles 

vergrößertes Bild. 

Ist der Fall   ܧܣ > ʹ ∗ ௙௡బ ∗ ݊௪ gegeben, so handelt es sich um ein umgekehrtes reelles verkleinertes Bild. 

Ist der Fall   ܧܣ = ʹ ∗ ௙௡బ ∗ ݊௪ gegeben, so handelt es sich um ein umgekehrtes reelles Bild, das dem 

ursprünglichem Gegenstand entspricht. 
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Nr.2 b) ܦܧ = ݊଴݊଴݂ − ͳܧܣ ∗ ݊௪ 

ܦܧ :gleich 2,5*f setzen ܧܣ = ݊଴݊଴݂ − ͳʹ,ͷ ∗  ݂ ∗ ݊௪ 

ܦܧ = ݊଴݊଴ − Ͳ,Ͷ ∗ ݊௪݂ = ݊଴ ∗ ݂݊଴ − Ͳ,Ͷ ∗ ݊௪ 

Mit ݊଴ ≈ ͳ; ݊௪ ≈ ͳ,͵͵ ; ݊௅ = ͳ,ͷ 

ܦܧ = ʹͷͲͳͳ͹݂ ≈ ʹ,ͳ͵͸͹݂ 

Oder in Abhängigkeit von r: 

ܦܧ = ʹͷͲͳͳ͹ ݊଴ ∗ ௅݊ݎ − ݊଴ 

ܦܧ ≈ Ͷ,ʹ͹͵ͷ ∗  ݎ

Nun zum Größenfaktor ݃ 

ܧܣ <> ݂݊଴ ∗ ݊௪ 

ܧܣ = ʹ,ͷ ∗ ݂ 

ʹ,ͷ ∗ ݂ <> ݂݊଴ ∗ ݊௪ 

ʹ,ͷ ∗ ݂ > ͳ,͵͵݂ ⇒ ݃ < ͳ 

Es gilt nach dem Strahlensatz, wenn man 1 als Ausgangsgröße des Gegenstandes betrachtet: ͳܧܣ =  ܦܧ݃

݃ =  ܧܣܦܧ

݃ = ʹ,ͳ͵͸͹݂ʹ,ͷ ∗ ݂ ≈ Ͳ,ͺͷͶ͹ 
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⇒Das Bild ist um den Faktor Ͳ,ͺͷͶ͹ vergrößert (also ist es verkleinert). 

Nr.2 c) 

Vergleicht man die gegebene Situation aus c mit der Ausgangssituation in a) so fällt auf, dass sich im 

Model aus a) 2 Dinge verändert haben: zum einen wird nun der andere Radius ݎଶ gegen unendlich 

betrachtet, zum anderen ändert sich ܵ௢ℎ௡௘ ௅௜௡௦௘(siehe a). Gefunden wurde bereits: 

∆ܵଵ = ℎଶʹ ∗ ܧܣ ∗ ݊௪ + ℎଶʹ ∗ ܦܧ ∗ ݊଴ 

Mit der neuen Bedingung gilt: ܵ௢ℎ௡௘ ௅௜௡௦௘ = ܥܤ ∗ ݊௪ 

Also: ∆ܵଶ = ሺ݊௅ܥܤ − ݊௪ሻ 

Mit den selben Schritten wie in a: ℎଶʹ ∗ ܧܣ ∗ ݊௪ + ℎଶʹ ∗ ܦܧ ∗ ݊଴ = ሺ݊௅ܥܤ − ݊௪ሻ ℎଶʹ ∗ ܧܣ ∗ ݊௪ + ℎଶʹ ∗ ܦܧ ∗ ݊଴ = ቆ ℎ;ʹ ∗ ଵݎ + ℎ;ʹ ∗ ଶቇݎ ሺ݊௅ − ݊௪ሻ 

ͳܧܣ ∗ ݊௪ + ͳܦܧ ∗ ݊଴ = (ͳݎଵ + ͳݎଶ) ሺ݊௅ − ݊௪ሻ 

 

lim஺ா→∞ ͳܧܣ ∗ ݊௪ + ͳܦܧ ∗ ݊଴ = ͳܦܧ ∗ ݊଴ 

⇒ ͳ݂ோ = ͳ݊଴ ∗ (ͳݎଵ + ͳݎଶ) ∗ ሺ݊௅ − ݊௪ሻ 

Mit ݎଶ → ∞ gilt für den vorliegenden Fall: 

lim௥మ→∞ ͳ݊଴ ∗ (ͳݎଵ + ͳݎଶ) ∗ ሺ݊௅ − ݊௪ሻ = ͳ݊଴ ∗ ଵݎ ∗ ሺ݊௅ − ݊௪ሻ = ͳ݂ோ 

⇒ ଵݎ = ோ݂݊଴ ∗ ሺ݊௅ − ݊௪ሻ 

Das gleiĐhe für die „eigeŶtliĐhe“ Forŵel: 

lim௥మ→∞ ͳܧܣ ∗ ݊௪ + ͳܦܧ ∗ ݊଴ = lim௥మ→∞ (ͳݎଵ + ͳݎଶ) ሺ݊௅ − ݊௪ሻ = ͳݎଵ ሺ݊௅ − ݊௪ሻ 
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Für den gesuchten Fall gilt also: 

⇒ ͳܧܣ ∗ ݊௪ + ͳܦܧ ∗ ݊଴ = ͳݎଵ ሺ݊௅ − ݊௪ሻ 

bzw: ͳܧܣ ∗ ݊௪ + ͳܦܧ ∗ ݊଴ = ͳோ݂݊଴ ∗ ሺ݊௅ − ݊௪ሻ ሺ݊௅ − ݊௪ሻ 

ͳܧܣ ∗ ݊௪ + ͳܦܧ ∗ ݊଴ = ݊଴ோ݂  

ܦܧ = ݊଴݊଴ோ݂ − ͳܧܣ ∗ ݊௪ 

 

ோ݂ = ݊଴ ∗ ሺ݊௅ݎ − ݊௪ሻ 

ܦܧ = ݊଴ሺ݊௅ − ݊௪ሻݎ − ͳܧܣ ∗ ݊௪ 

Die Brennweite f der Linse ergibt sich aus der Linsenschleiferformel mit ݎଶ ⇒ ∞ und ist diesmal nicht 

gleich ோ݂: ͳ݂ = ͳ݊଴ ∗ (ͳݎଵ + ͳݎଶ) ∗ ሺ݊௅ − ݊଴ሻ 

݂ = ݊଴ ∗ ௅݊ݎ − ݊଴ 

Es gilt: 

ோ݂ = ܽ ∗ ݂ ݊଴ ∗ ௅݊ݎ − ݊௪ = ܽ ݊଴ ∗ ௅݊ݎ − ݊଴ 

ܽ = ݊௅ − ݊଴݊௅ − ݊௪ 

⇒ ோ݂ = ݊௅ − ݊଴݊௅ − ݊௪ ∗ ݂ 

Mit  
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ܦܧ = ݊଴݊଴ோ݂ − ͳܧܣ ∗ ݊௪ 

ܦܧ = ݊଴݊଴݊௅ − ݊଴݊௅ − ݊௪ ∗ ݂ − ͳܧܣ ∗ ݊௪ 

ܦܧ = ݊଴ሺ݊௅ − ݊௪ሻ ∗ ݊଴ሺ݊௅ − ݊଴ሻ ∗ ݂ − ͳܧܣ ∗ ݊௪ 

2,5f für AE eingesetzt: ܦܧ = ݊଴ሺ݊௅ − ݊௪ሻ ∗ ݊଴ሺ݊௅ − ݊଴ሻ ∗ ݂ − ͳʹ,ͷ݂ ∗ ݊௪ 

Mit ݊଴ ≈ ͳ; ݊௪ ≈ ͳ,͵͵ ; ݊௅ = ͳ,ͷ 

ܦܧ = ͳͳ͹ͷͲ ∗ ݂ − ͳ͵͵ʹͷͲ ∗ ݂ 

ܦܧ = −ͳʹͷʹͶ ݂ 

bzw. mit r: ݂ = ݊଴ ∗ ௅݊ݎ − ݊଴ 

ܦܧ = −ͳʹͷʹͶ ∗ ݊଴ ∗ ௅݊ݎ − ݊଴ 

ܦܧ = −ͳʹͷͳʹ  ݎ

Nun wieder zum Größenfaktor ݃: 

Es gilt nach dem Strahlensatz, wenn man 1 als Ausgangsgröße des Gegenstandes betrachtet: ͳܧܣ =  ܦܧ݃

݃ =  ܧܣܦܧ

݃ = −ͳʹͷʹͶ ݂ʹ,ͷ ∗ ݂ ≈ −ʹ,Ͳͺ͵ 

⇒Das Bild ist um den Faktor 2,083 vergrößert. 
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Aufgabe 3 

Der Gedanke der Urlauber war: 

Man sägt ein Loch in eine Stelle der Wand und ersetzt das herausgeschnittene Stück durch die 

Gefriertruhe, wobei der Raum, der im Normalbetrieb gekühlt wird, offen und von der Umweltluft 

erreichbar und von der Raumluft nicht erreichbar aufgestellt wird, sodass der Umwelt als unendlichem 

Wärmereservoir Wärme entzogen wird und dem Inneren des Blockhauses zugeführt wird. Sie wird quasi 

„aďgekühlt“. 

Betrachtet wird ein Wärmegleichgewicht mit(Q: spezifische Wärmekapazität; m: Masse; ∆ܶ 

Temperaturdifferenz): ܳ = ܿ ∗ ݉ ∗ ∆ܶ 

Es gilt(݉௄:Masse Kühlschrank; ܿ௄ spezifische Wärmekapazität Kühlschrank; ௄ܶ:Temperatur Kühlschrank; ௠ܶ: Geichgewichtstemperatur (5°C); ௅ܶ:Temperatur der Raumluft;  ݉௅ Masse Raumluft um den 

Kühlschrank herum; ܿ௅: spezifische Wärmekapazität Luft ): ݉௄ ∗ ܿ௄ሺ ௄ܶ − ௠ܶሻ = ݉௅ ∗ ܿ௅ሺ ௠ܶ − ௅ܶሻ 

Bekannt sind(ߩ௅:Dichte der Luft): 

௠ܶ = ͷ°ܥ 

௅ܶ = ͸,ͷ°ܥ 

௄ܶ = −ͳͺ°ܥ 

݉௄ ∗ ܿ௄ = ͺͲͲͲͲ  ܭܬ

ܿ௅ ≈ ͳͲͲͷ ݃݇ܬ ∗  ܭ

௅ߩ = ͳ,ʹ͹Ͳ ݇݃݉Ϳ 

 

Daraus kann man die Masse der umgebenen Luft bestimmen und mit Hilfe der Dichte auch das Volumen 

des Raumes abzüglich des Volumens des Gefrierschrankes. 

݉௅ = ݉௄ ∗ ܿ௄ሺ ௄ܶ − ௠ܶሻܿ௅ሺ ௠ܶ − ௅ܶሻ  

݉௅ = ͳʹʹͲ,ͷ͸͵ͺͶ͹݇݃ 

௅ܸ = ݉௅ߩ௅ = ͻ͸ͳ,Ͳ͹݉Ϳ 



Benedikt Buller  Seite 

33 

 

  

Nr. 3a) 

Würde man den Gefrierschrank öffnen, so würde sich die Temperatur annäherungsweise an 5°C 

angleichen. Die Wärme im Raum ist in diesem Fall also gleich der Wärme in dem Gefrierschrank: 

Mit ܳ = ܿ ∗ ݉ ∗ ∆ܶ ݉௄ ∗ ܿ௄ሺ ௄ܶ − ௠ܶሻ = ݉௅ ∗ ܿ௅ሺ ௠ܶ − ௅ܶሻ 

݉௅ = ݉௄ ∗ ܿ௄ሺ ௄ܶ − ௠ܶሻܿ௅ሺ ௠ܶ − ௅ܶሻ  

Stellt man einen zweiten Gefrierschrank dazu gilt ( ௅ܶଶ:“Ŷeue“ Temperatur der Raumluft; ௄ܸ:Volumen des 

Kühlschrankes): ʹ ∗ ݉௄ ∗ ܿ௄ሺ ௄ܶ − ௠ܶሻ = ሺ݉௅ − ௄ܸ ∗ ௅ሻߩ ∗ ܿ௅ሺ ௠ܶ − ௅ܶଶሻ 

Für kleine Volumina im Vergleich zum Raumvolumen kann man so rechnen(ohne Vereinfachung siehe 

nächste Seite) 

Für kleine Volumen des Kühlschrankes im Vergleich zum Raumvolumen minus ein Kühlschrankvolumen 

gilt: 

Für ݉௅ ≫ ௄ܸ ∗ ʹ ௅ߩ ∗ ݉௄ ∗ ܿ௄ሺ ௄ܶ − ௠ܶሻ = ݉௅ ∗ ܿ௅ሺ ௠ܶ − ௅ܶଶሻ 

௠ܶ − ʹ ∗ ݉௄ ∗ ܿ௄ሺ ௄ܶ − ௠ܶሻ݉௅ ∗ ܿ௅ = ௅ܶଶ 

Mit ݉௅ = ௠಼∗௖಼ሺ಼்− ೘்ሻ௖ಽሺ ೘்−்ಽሻ  

௠ܶ − ʹ ∗ ݉௄ ∗ ܿ௄ሺ ௄ܶ − ௠ܶሻ݉௄ ∗ ܿ௄ሺ ௄ܶ − ௠ܶሻܿ௅ሺ ௠ܶ − ௅ܶሻ ∗ ܿ௅ = ௅ܶଶ 

௠ܶ − ʹ ∗ ݉௄ ∗ ܿ௄ሺ ௄ܶ − ௠ܶሻ ∗ ܿ௅ሺ ௠ܶ − ௅ܶሻ݉௄ ∗ ܿ௄ሺ ௄ܶ − ௠ܶሻ ∗ ܿ௅ = ௅ܶଶ 

௠ܶ − ʹ ∗ ሺ ௠ܶ − ௅ܶሻ = ௅ܶଶ 

 ʹ ௅ܶ− ௠ܶ ≈ ௅ܶଶ 

௅ܶଶ ≈ ʹͺͳ,ͳͷܭ = ͺ°ܥ 

In der Realität ist die Temperatur geringfügig höher, da das tatsächliche Volumen der Luft um das 

VoluŵeŶ der durĐh deŶ zusätzliĐheŶ KühlsĐhraŶk ǀerdräŶgteŶ Luft kleiŶer ist. „NäheruŶgsǁeise“ stellt 
sich aber eine Temperatur von ͺ°ܥein. 
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Ohne diese Vereinfachung: 

Die Wärme innerhalb des Systems Hütte  - Gefrierschrank bleibt auf Grund der Energieerhaltung immer 

konstant, wenn man von einer perfekten Isolierung des Hauses ausgeht. Daher muss gelten: ݉௄ ∗ ܿ௄ ∗ ௄ܶ + ݉௅ ∗ ܿ௅ ∗ ௅ܶ = ݐݏ݊݋ܿ ≈ ͵͸͵ͶͶͻ͵ʹͲܬ ∶=  ଴ܧ

Stellt man einen zweiten Gefrierschrank dazu gilt: ʹ ∗ ݉௄ ∗ ܿ௄ሺ ௄ܶ − ௠ܶሻ = ሺ݉௅ − ௄ܸ ∗ ௅ሻߩ ∗ ܿ௅ሺ ௠ܶ − ௅ܶଶሻ 

 

⇒ ௠ܶ − ʹ ∗ ݉௄ ∗ ܿ௄ሺ ௄ܶ − ௠ܶሻሺ݉௅ − ௄ܸ ∗ ௅ሻߩ ∗ ܿ௅ = ௅ܶଶ 

Es muss gelten ௅ܶଶ eingesetzt: ʹ ∗ ݉௄ ∗ ܿ௄ ∗ ௄ܶ + ሺ݉௅ − ௄ܸ ∗ ௅ሻߩ ∗ ܿ௅ ∗ ௅ܶଶ =  ଴ܧ

bzw: 

ʹ ∗ ݉௄ ∗ ܿ௄ ∗ ௄ܶ + ሺ݉௅ − ௄ܸ ∗ ௅ሻߩ ∗ ܿ௅ ∗ ቆ ௠ܶ − ʹ ∗ ݉௄ ∗ ܿ௄ሺ ௄ܶ − ௠ܶሻሺ݉௅ − ௄ܸ ∗ ௅ሻߩ ∗ ܿ௅ ቇ =  ଴ܧ

Lösen nach ௄ܸ 

ʹ ∗ ݉௄ ∗ ܿ௄ ∗ ௄ܶ + ሺ݉௅ − ௄ܸ ∗ ௅ሻߩ ∗ ܿ௅ ∗ ௠ܶ − ሺ݉௅ − ௄ܸ ∗ ௅ሻߩ ∗ ܿ௅ ʹ ∗ ݉௄ ∗ ܿ௄ሺ ௄ܶ − ௠ܶሻሺ݉௅ − ௄ܸ ∗ ௅ሻߩ ∗ ܿ௅ =  Ͳܧ

ʹ ∗ ݉௄ ∗ ܿ௄ ∗ ௄ܶ + ݉௅ ∗ ܿ௅ ∗ ௠ܶ − ௄ܸ ∗ ௅ߩ ∗ ܿ௅ ∗ ௠ܶ − ݉௅ ∗ ܿ௅ ʹ ∗ ݉௄ ∗ ܿ௄ሺ ௄ܶ − ௠ܶሻሺ݉௅ − ௄ܸ ∗ ௅ሻߩ ∗ ܿ௅ + ௄ܸ ∗ ௅ߩ ∗ ܿ௅ ʹ ∗ ݉௄ ∗ ܿ௄ሺ ௄ܶ − ௠ܶሻሺ݉௅ − ௄ܸ ∗ ௅ሻߩ ∗ ܿ௅ =  Ͳܧ

ʹ ∗ ݉௄ ∗ ܿ௄ ∗ ௄ܶ + ݉௅ ∗ ܿ௅ ∗ ௠ܶ − ௄ܸ ∗ ௅ߩ ∗ ܿ௅ ∗ ௠ܶ − ͳሺ݉௅ − ௄ܸ ∗ ௅ሻߩ ∗ ݉௅ ∗ ʹ ∗ ݉௄ ∗ ܿ௄ሺ ௄ܶ − ௠ܶሻ + ௄ܸ݉௅ − ௄ܸ ∗ ௅ߩ ∗ ௅ߩ ∗ ʹ ∗ ݉௄∗ ܿ௄ሺ ௄ܶ − ௠ܶሻ =  Ͳܧ

 

௄ܸ݉௅ − ௄ܸ ∗ ௅ߩ ∗ ௅ߩ ∗ ʹ ∗ ݉௄ ∗ ܿ௄ሺ ௄ܶ − ௠ܶሻ − ௄ܸ ∗ ௅ߩ ∗ ܿ௅ ∗ ௠ܶ − ͳሺ݉௅ − ௄ܸ ∗ ௅ሻߩ ∗ ݉௅ ∗ ʹ ∗ ݉௄ ∗ ܿ௄ሺ ௄ܶ − ௠ܶሻ= ଴ܧ − ʹ ∗ ݉௄ ∗ ܿ௄ ∗ ௄ܶ − ݉௅ ∗ ܿ௅ ∗ ௠ܶ 

 

 

 

Der Übersichtlichkeit wegen wird substituiert: ߩ௅ ∗ ʹ ∗ ݉௄ ∗ ܿ௄ሺ ௄ܶ − ௠ܶሻ ≔ ܿଵ 
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௅ߩ ∗ ܿ௅ ∗ ௠ܶ ≔ ܿଶ ݉௅ ∗ ʹ ∗ ݉௄ ∗ ܿ௄ሺ ௄ܶ − ௠ܶሻ ≔ ܿଷ ܧ଴ − ʹ ∗ ݉௄ ∗ ܿ௄ ∗ ௄ܶ − ݉௅ ∗ ܿ௅ ∗ ௠ܶ ≔ ܿସ 

 

௄ܸ݉௅ − ௄ܸ ∗ ௅ߩ ∗ ܿଵ − ௄ܸ ∗ ܿଶ − ͳሺ݉௅ − ௄ܸ ∗ ௅ሻߩ ∗ ܿଷ = ܿସ 

 

௄ܸ ∗ ܿଵ − ܿଷ݉௅ − ௄ܸ ∗ ௅ߩ − ௄ܸ ∗ ܿଶ ∗ ሺ݉௅ − ௄ܸ ∗ ௅ሻ݉௅ߩ − ௄ܸ ∗ ௅ߩ = ܿସ 

௄ܸ ∗ ܿଵ − ܿଷ − ௄ܸ ∗ ܿଶ ∗ ሺ݉௅ − ௄ܸ ∗ ௅ሻߩ − ܿସ ∗ ሺ݉௅ − ௄ܸ ∗ ௅ሻ݉௅ߩ − ௄ܸ ∗ ௅ߩ = Ͳ 

௄ܸ ∗ ܿଵ − ܿଷ − ௄ܸ ∗ ܿଶ ∗ ሺ݉௅ − ௄ܸ ∗ ௅ሻߩ − ܿସ ∗ ሺ݉௅ − ௄ܸ ∗ ௅ሻߩ = Ͳ 

 

௄ܸ ∗ ܿଵ − ܿଷ − ௄ܸ ∗ ܿଶ ∗ ݉௅ + ௄ܸଶ ∗ ܿଶ ∗ ௅ߩ − ܿସ ∗ ݉௅ + ܿସ ∗ ௄ܸ ∗ ௅ߩ = Ͳ 

 

௄ܸଶ ∗ ܿଶ ∗ ௅ߩ + ௄ܸሺܿଵ − ܿଶ ∗ ݉௅ + ܿସ ∗ ௅ሻߩ − ሺܿଷ + ܿସ ∗ ݉௅ሻ = Ͳ 

Mit: 

ଵݔ ଶ⁄ = −ܾ ± √ܾ; − Ͷܽܿʹܽ  

௄ܸଵ ଶ⁄ = −ሺܿଵ − ܿଶ ∗ ݉௅ + ܿସ ∗ ௅ሻߩ ± √ሺܿଵ − ܿଶ ∗ ݉௅ + ܿସ ∗ ;௅ሻߩ + Ͷܿଶ ∗ ௅ߩ ∗ ሺܿଷ + ܿସ ∗ ݉௅ሻʹܿଶ ∗ ௅ߩ  

 

௄ܸଵ ≈ ͻ͸ͳ,Ͳ͹͵͸݉Ϳ 

௄ܸଶ ≈ ͸ʹ,͸͹ͺ͹͹݉Ϳ 

Es ergeben sich logischerweise für das Volumen zwei Ergebnisse. Zum einen das gesuchte Ergebnis von ௄ܸ ≈ ͸ʹ,͸͹ͺ͹͹݉ଷfür die Größe eines Kühlschrankes, zum anderen das umgebene Luftvolumen des 

Raumes, wenn nur ein Kühlschrank im Raum befindlich ist. Nähme man dieses Volumen wäre folglich der 

ganze Raum ausgefüllt, und es gäbe nur einen Raum, für den die aufgestellte Bedingung natürlich auch 

gilt. ௄ܸଵ ist also die triviale Lösung der Gleichung. 
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Für die Temperatur der Umgebungsluft gilt(siehe ggf. oben): 

௠ܶ − ʹ ∗ ݉௄ ∗ ܿ௄ሺ ௄ܶ − ௠ܶሻሺ݉௅ − ௄ܸଶ ∗ ௅ሻߩ ∗ ܿ௅ = ௅ܶଶ 

௅ܶଶ ≈ ʹͺͳ,͵ͷͻ͵Ͳʹܭ = ͺ,ʹͲͻ͵Ͳʹ °ܥ 

Nr.3 b) 

Um ein thermodynamisches Gleichgewicht zu erreichen muss sich die aufgenommene Leistung des 

Gefrierschranks, die dadurch entsteht, dass der Gefrierschrank nicht perfekt isoliert ist, mit der 

aufgenommenen Leistung aufheben. Um das Maß der Wärmeabführung einschätzen zu können 

konstruiert man zunächst eine Funktion, die den Temperaturverlauf des Kühlschrankes in Abhängigkeit 

von der Zeit darstellt, wenn der Kühlschrank nicht angeschlossen nach draußen gestellt wird: 

Auf lange Sicht wird sich eine konstante Temperatur einstellen. Es herrscht also ein thermisches 

Gleichgewicht. Mathematisch wird also so modelliert, dass man davon ausgeht, dass eine abgegebene 

virtuelle Leistung des Kühlschrankes gleich einer thermischen Leistung ist ,die vom Kühlschrank 

aufgenommen wird. 

 

Wir wissen: 

ܲ = ܿ ∗ ݉ ∗ ݐܶ∆  

Und 

ܲ = ݐ݀ܳ݀ .ݓݖܾ  ܳ =  ݐ݀ ܲ∫

 

Um eine Temperatur konstant zu halten, müssen sich aufgenommene und abgegebene Leistung 

aufheben. Die abgegebene Leistung ist hierbei negativ. Also gilt: 

 

஺ܲ + ஻ܲ = Ͳ ܾݓݖ.  ஺ܲ = − ஻ܲ 

 

Daraus folgt: ܳ஺ = −ܳ஻ 

Mit ܳ஺ = ܿ ∗ ݉ ∗ ∆ܶ und ܳ஻ = ∫ ௧మ௧భݐ݀ ܲ : 



Benedikt Buller  Seite 

37 

 

  

ܿ ∗ ݉ ∗ ∆ܶ = −∫ ௧మ௧భݐ݀ ܲ  

Für die übertragene Wärmemenge gilt(ℎ: Wärmeübergangskoeffizient, A: Verbindungsfläche der 

Systeme, ∆ ௌܶ: Temperaturunterschied der Systeme : ܳ = ℎ ∗ ܣ ∗ ∆ ௌܶ ∗  ݐ∆

 

bzw: 

ܳ = ∫ℎ ∗ ܣ ∗ ∆ ௌܶ ݀ݐ 

⇒ ܲ = ℎ ∗ ܣ ∗ ∆ ௌܶ  
mit 

ܿ ∗ ݉ ∗ ∆ܶ = −∫ ௧మ௧భݐ݀ ܲ  

ܿ ∗ ݉ ∗ ∆ܶ = −∫ ℎ ∗ ܣ ∗ ∆ ௌܶ  ݀ݐ௧మ௧భ  

Wenn man von einer konstanten Umgebungstemperatur ௨ܶ ausgeht aber einer variablen 

„KühlsĐhraŶkteŵperatur“ kaŶŶ ŵaŶ das gaŶze so sĐhreiďeŶ: 

ܿ ∗ ݉ ∗ ∆ܶ = −∫ ℎ ∗ ܣ ∗ ሺܶሺݐሻ − ௨ܶሻ  ݀ݐ௧మ௧భ  

Betrachtet man ݐଶ als Variabel so liegt eine Integralfunktion vor die sich leicht nach ݐଶ ableiten lässt, da ݐଵ nur eine Verschiebung nach oben oder unten verursacht: ݀ ܿ ∗ ݉ ∗ ଶݐ݀ܶ∆ = −ℎ ∗ ܣ ∗ ሺܶሺݐଶሻ − ௨ܶሻ 

 

Mit ∆ܶ = ܶሺݐଶሻ − ܶሺݐଵሻ ergibt sich: ݀ ܿ ∗ ݉ ∗ ሺܶሺݐଶሻ − ܶሺݐଵሻ ሻ݀ݐଶ = −ℎ ∗ ܣ ∗ ሺܶሺݐଶሻ − ௨ܶሻ 

Daraus folgt: ݀ ܿ ∗ ݉ ∗ ܶሺݐଶሻ − ܿ ∗ ݉ ∗ ܶሺݐଵሻ݀ݐଶ = −ℎ ∗ ܣ ∗ ሺܶሺݐଶሻ − ௨ܶሻ 
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Mit ݐଶ ≔ ܿ ݐ ∗ ݉ ∗ ሶܶ = −ℎ ∗ ܣ ∗ ሺܶ − ௨ܶሻ −ܿ ∗ ݉ℎ ∗ ܣ ∗ ሶܶ =  ܶ − ௨ܶ 

ܶ + ܿ ∗ ݉ℎ ∗ ܣ ∗ ሶܶ = ௨ܶ ܿ ∗ ݉ℎ ∗ ܣ ≔ ܶ ߞ + ߞ ∗ ሶܶ = ௨ܶ ሶܶ + ߞ ∗ ሷܶ = Ͳ ሶܶ = ߞ− ∗ ሷܶ  
−ͳߞ = ሷܶܶሶ  

−∫ͳߞ ݐ݀ = ∫ ሷܶܶሶ  ݐ݀

Substitution: ሶܶ ≔ ݐݑ݀݀ ݑ = ሷܶ ⇒ ሷݑܶ݀ =  ݐ݀

Mit: ∫ ሷܶݑ ݐ݀ = ∫ ሷܶݑ ∗ ሷݑܶ݀ = ∫ ͳݑ ݑ݀ = |ݑ|݈݊ = ݈݊| ሶܶ | = −∫ͳߞ ݐ݀ = −ͳߞ ∗ ݐ +  ܥ

 

 

݈݊| ሶܶ | = −ͳߞ ∗ ݐ +  ܥ

ሶܶ = ݁−ଵ఍∗௧+஼ = ݁஼ ∗ ݁−ଵ఍∗௧
 

Mit ݁஼ ≔  ଴ܥ

ሶܶ = ଴ܥ ∗ ݁−ଵ఍∗௧
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ܶ = ଴ܥ∫ ∗ ݁−ଵ఍∗௧  ݐ݀

ܶ = ଴ܥ− ∗ ߞ ∗ ݁−ଵ఍∗௧ +  ଵܥ

 

Mit ܥଵ ≔ ௠ܶ: Umgebungstemperatur und 
௖∗௠ℎ∗஺ =  ߞ

ܶሺݐሻ = ଴ܥ− ∗ ܿ ∗ ݉ℎ ∗ ܣ ∗ ݁−ℎ∗஺௖∗௠∗௧ + ௠ܶ 

Mit der Forderung: ܶሺͲሻ = ௄ܶ 

 ܶሺͲሻ = ଴ܥ− ∗ ܿ ∗ ݉ℎ ∗ ܣ ∗ ݁଴ + ௠ܶ = ܶሺݐሻ = ଴ܥ− ∗ ܿ ∗ ݉ℎ ∗ ܣ + ௠ܶ 

଴ܥ− ∗ ܿ ∗ ݉ℎ ∗ ܣ + ௠ܶ = ௄ܶ 

଴ܥ−  ∗ ܿ ∗ ݉ℎ ∗ ܣ = ௄ܶ − ௠ܶ 

 

mit ܶሺݐሻ = ଴ܥ− ∗ ܿ ∗ ݉ℎ ∗ ܣ ∗ ݁−ℎ∗஺௖∗௠∗௧ + ௠ܶ 

gilt: 

ܶሺݐሻ = ሺ ௄ܶ − ௠ܶሻ݁− ℎ∗஺௖∗௠∗௧ + ௠ܶ 

Graph: T in°C; t in s  
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 ℎ ∗  .ist hierbei ein Maß für die Stärke der Isolierung des Gefrierschrankes ܣ

௠ܶ = ʹ͹ͺ.ͳͷ ܭ 

௄ܶ = ʹͷͷ.ͳͷ ܭ 

ܿ ∗ ݉ = ͺͲͲͲͲ ሺͳͷܶ ܭܬ ∗ ͸Ͳݏሻ = ʹ͸Ͳ,͹ͷ ܭ ܶሺ͵Ͳ ∗ ͸Ͳݏሻ = ʹ͸ͷ,Ͳͷ ܭ 

 

ℎ ∗ ܣ = −ܿ ∗ ݐ݉ ∗ ݈݊ ቆܶሺݐሻ − ௠ܶ଴ܶ − ௠ܶ ቇ 

mit ܶሺͳͷ ∗ ͸Ͳሻ = ʹ͸Ͳ,͹ͷ ܭ 

ℎ ∗ ܣ ≈ ʹͶ,ͺͲʹͳ͵Ͷʹ ܭܬ ∗  ݏ

 

für die Wärmedurchgangsleistung gilt: ܲ = ℎ ∗ ܣ ∗ ∆ܶ 

Dieser Leistung muss der Kühlschrank genau entgegengenwirken, damit sich eine konstante Temperatur 

einstellt. Die gesuchte Leistung entspricht also dieser Leistung. Für einen Gefrierschrank im Raum gilt 

also: 
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∆ܶ = ௅ܶ − ௄ܶ 

Mit (für diesen Fall): 

௅ܶ = ʹ͹ͻ,͸ͷܭ 

௄ܶ = ʹͷͷ.ͳͷܭ 

gilt: ∆ܶ = ʹ͹ͻ,͸ͷܭ − ʹͷͷ.ͳͷܭ = ʹͶ,ͷܭ 

Somit ist P: ܲ = ℎ ∗ ܣ ∗ ∆ܶ 

ℎ ∗ ܣ ≈ ʹͶ,ͺͲʹͳ͵Ͷʹ ܭܬ ∗  ݏ

 

ଵܲ ≈ ͸Ͳ͹,͸ͷʹܹ 

 

Stellt man einen zweiten identischen Kühlschrank dazu gilt immer noch: 

ℎ ∗ ܣ ≈ ʹͶ,ͺͲʹͳ͵Ͷʹ ܭܬ ∗  ݏ

was sich leicht zeigen lässt: 

ܶሺݐሻ = ሺ ଴ܶ − ௠ܶሻ݁− ℎ∗ଶ஺௖∗ଶ௠∗௧ + ௠ܶ = ܶሺݐሻ = ሺ ଴ܶ − ௠ܶሻ݁− ℎ∗஺௖∗௠∗௧ + ௠ܶ ∆ܶ ist wenn man von einer Umgebungstemperatur von ͺ,ʹͲͻ͵Ͳʹ °ܥ  bei zwei Kühlschränken ausgeht:  ∆ܶ = ʹ͸,ʹͲͻ͵Ͳʹܭ ܲ = ℎ ∗ ܣ ∗ ∆ܶ 

ଶܲ ≈ ͸ͷͲ,ͲͶ͸͸ܹ 

Also pro Kühlschrank ͸ͷͲ,ͲͶ͸͸ܹ. Insgesamt sind das ca. 1300,09W 
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Nr. 3c) 

Als Vorüberlegung untersucht man, wie sich die Fläche des Kühlschrankes gegenüber einer 

Volumenvergrößerung verhält. Dazu betrachtet man einen Längenfaktor ß ܸ = ßܽ ∗ ßܾ ∗ ßܿ ܸ = ßͿ ∗ ܽ ∗ ܾ ∗ ܿ 

ܣ  = ß;ʹܾܽ + ß;ʹܽܿ + ß;ʹܾܿ ܣ = ß;ሺʹܾܽ + ʹܽܿ + ʹܾܿሻ 

 ܸ = ßͿ ∗ ܽ ∗ ܾ ∗ ܣ ܿ = ß;ሺʹܾܽ + ʹܽܿ + ʹܾܿሻ ßͿ ist der Vergrößerungsfaktor ߛ des Volumens also: ßͿ = ܣ ߛ = యߛ√ ;ሺʹ ∗ ܽ ∗ ܾ + ʹ ∗ ܾ ∗ ܿ + ʹ ∗ ܽ ∗ ܿሻ 

Also gilt: um den Faktor, um den sich das Volumen ändert, ändert sich die Fläche quadratisch zu der 

dritten Wurzel von diesem. 

Also ist das Maß für die Stärke der Isolierung (j) in Abhängigkeit von dem Faktor um den der Kühlschrank 

vergrößert wird: ݆ሺߛሻ = ℎ௄ ∗ ௄ܣ ∗ యߛ√ ; 

oder in Abhängigkeit vom gewählten Volumen: 

݆ሺܸሻ = ℎ௄ ∗ ௄ܣ ∗ √( ܸܸ௄)య ଶ
 

Theoretisch könnte die Temperatur in Abhängigkeit vom Volumen beliebig groß sein, wenn man von 

einem perfekt isoliertem Haus ausgeht, einem Gefrierschrank der konstant -18°C hält und wie eine 

perfekte Wärmepumpe fungiert. Dies lässt sich mathematisch mit dem selben Ansatz wie in a zeigen: ݉௄ ∗ ܿ௄ሺ ௄ܶ − ௠ܶሻ = ݉௅ ∗ ܿ௅ሺ ௠ܶ − ௅ܶሻ 

Verdoppelt man das Volumen des Gefrierschranks verdoppelt sich auch die Masse also: ߛ ∗ ݉௄ ∗ ܿ௄ሺ ௄ܶ − ௠ܶሻ = ሺ݉௅ − ߛ ∗ ௄ܸ ∗ ௅ሻߩ ∗ ܿ௅ሺ ௠ܶ − ௅ܶሻ 
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ܸܸ௄ = ௄ܸܸ ߛ ∗ ݉௄ ∗ ܿ௄ሺ ௄ܶ − ௠ܶሻ = ሺ݉௅ − ܸ ∗ ௅ሻߩ ∗ ܿ௅ሺ ௠ܶ − ௅ܶሻ 

Nach ௅ܶumgestellt: 

௅ܶሺܸሻ = ௠ܶ − ܸܸ௄ ∗ ݉௄ ∗ ܿ௄ሺ ௄ܶ − ௠ܶሻሺ݉௅ − ܸ ∗ ௅ሻߩ ∗ ܿ௅  

Geplottet in °C: 

 

Folglich kann man versuchen von einem nicht perfekt isoliertem Haus auszugehen und kommt zu einem 

Ergebnis, wenn man die Erkenntnisse aus b bezüglich der Temperaturkurve ausnutzt: 

Es galt: 

ܶሺݐሻ = ሺ ோܶ − ௠ܶሻ݁− ℎ∗஺௖∗௠∗௧ + ௠ܶ 

Nun überlegt man sich, wie groß das Volumen des gesamten Raumes ist, und wie es sich von dem 

ursprünglichen Gefrierschrank unterscheidet: 

௄ܸଵ ≈ ͻ͸ͳ,Ͳ͹͵͸݉Ϳ 
௄ܸଶ ≈ ͸ʹ,͸͹ͺ͹͹݉Ϳ 

ோܸ = ͳܭܸ + ʹܭܸ ≈ ͳͲʹ͵,͹ͷʹͶ ݉Ϳ 

ோܸܸܭʹ ≈ ͳ͸, ͵ 
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Das Volumen des Raumes ist ͳ͸, ͵ mal größer als das der Gefriertruhe, also gilt für die Fläche 

schätzungsweise, wenn die selben Seitenverhältnisse bestehen: 

ோܣ = √ͳ͸, ͵య ଶ ∗  ௄ܣ

Geht man von einer sehr guten Isolierung des Raumes wie der des Kühlschrankes aus, gilt: 

݆ோ = √ͳ͸, ͵య ଶ ∗ ℎ௄ ∗  ௄ܣ

݆ோ ≈ √ͳ͸, ͵య ଶ ∗ ʹͶ,ͺͲʹͳ ܭܬ ∗  ݏ

݆ோ ≈ ͳͷͻ,͸͸͵͵ ܭܬ ∗  ݏ

Mit: 

ܶሺݐሻ = ሺ ோܶ − ௠ܶሻ݁− ℎ∗஺௖∗௠∗௧ + ௠ܶ 

ܶሺݐሻ = ሺ ோܶ − ௠ܶሻ݁− ௝ೃ௖∗௠∗௧ + ௠ܶ 

௅ܶሺܸሻ = ோܶ = ௠ܶ − ܸܸ௄ ∗ ݉௄ ∗ ܿ௄ሺ ௄ܶ − ௠ܶሻሺ݉௅ − ܸ ∗ ௅ሻߩ ∗ ܿ௅  

mit 

ܶሺݐሻ = ሺ ோܶ − ௠ܶሻ݁− ℎ∗஺௖∗௠∗௧ + ௠ܶ 

 

௏ܶሺݐሻ = ൮ ௠ܶ − ܸܸ௄ ∗ ݉௄ ∗ ܿ௄ሺ ௄ܶ − ௠ܶሻሺ݉௅ − ܸ ∗ ௅ሻߩ ∗ ܿ௅ − ௠ܶ)݁− ௝ೃ௖ಽ∗௠ಽ∗௧ + ௠ܶ 

௏ܶሺݐሻ = − ܸܸ௄ ∗ ݉௄ ∗ ܿ௄ሺ ௄ܶ − ௠ܶሻሺ݉௅ − ܸ ∗ ௅ሻߩ ∗ ܿ௅ ݁− ௝ೃ௖ಽ∗௠ಽ∗௧ + ௠ܶ 

Lässt man t∞ wachsen, stellt sich also für alle Volumen des Kühlschrankes in Wirklichkeit die 

Raumtemperatur von ௠ܶ  also 5°C ein. Geht man als Beispiel von einem fast Raumfüllenden 

Gefrierschrank von 925m³ aus, so würde sich in perfekt isoliertem Zustand eine Temperatur von ca. 

600°C einstellen, wenn der Kühlschrank -18°C hält(vgl. oberen Graphen mit unterem). Bezieht man nun 

mit ein, dass die Hütte nicht perfekt isoliert ist ergibt sich nach der oberen Funktion folgende 

Abkühlungskurve in s und °C(in der Skizze ist ݆ோ>>ͳͷͻ,͸͸͵͵): 
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Will man dies nicht zulassen (also von perfekter Isolierung ausgehen) und will aber dennoch einen 

Schätzwert erzwingen, so kann man sich die Durchschnittstemperatur über dem Intervall von der 

Kühlschrankgröße bis zur Restraumgröße errechnen: 

ͳܸܭͳ − ʹܭܸ ∗ ∫ ௠ܶ − ܸܸ௄ ∗ ݉௄ ∗ ܿ௄ሺ ௄ܶ − ௠ܶሻሺ݉௅ − ܸ ∗ ௅ሻߩ ∗ ܿ௅ ͳܭܸܸ݀

ʹܭܸ
≈ ͸ʹʹ,ͷܭ ≈ ͵ͷͲ°ܥ 

Die Sinnhaftigkeit ist aber eindeutig zu bezweifeln, da nach dem Ergebnis mindestens 80% des Raumes 

ausgefüllt wären und die technische Realisierung aufgrund des immensen Leistungsverbrauches und 

Problemen mit dem Kondensator schwer möglich wäre.  

Man kann sich also auch praktisch überlegen: 

Eine Steckdose hat 230V und ist standardmäßig mit 16A abgesichert. Man überlegt sich also das 

Gegenteil von Aufgabenteil b: P = ʹ͵ͲV ∗ ͳ͸A = ͵͸ͺͲW 

Mit ܲ = ℎ ∗ ܣ ∗ ∆ܶ 

Und einem Wirkungsgrad von ߣ ≈ Ͳ,ͺ 



Benedikt Buller  Seite 

46 

 

  

ߣ ∗ ܲ = √( ܸܸ௄)య ଶ ∗ ℎ௄ ∗ ௄ܣ ∗ ∆ܶ 

ߣ ∗ ܲ = √( ܸܸ௄)య ଶ ∗ ℎ௄ ∗ ௄ܣ ∗ ሺ ோܶ − ௄ܶሻ 

(das Quadrat der kubischen  Wurzel von 
௏௏಼ entstammt den Vorüberlegungen(siehe Anfang der 

Teilaufgabe)) 

Mit 

ோܶ = ௠ܶ − ܸܸ௄ ∗ ݉௄ ∗ ܿ௄ሺ ௄ܶ − ௠ܶሻሺ݉௅ − ܸ ∗ ௅ሻߩ ∗ ܿ௅  

Ergibt sich: 

 

ߣ ∗ ܲ = √( ܸܸ௄)య ଶ ∗ ℎ௄ ∗ ௄ܣ ∗ ൮ ௠ܶ − ܸܸ௄ ∗ ݉௄ ∗ ܿ௄ሺ ௄ܶ − ௠ܶሻሺ݉௅ − ܸ ∗ ௅ሻߩ ∗ ܿ௅ − ௄ܶ) 

Nach ܸ auflösen: 

ߣ ∗ ܲ = ቌ√ ܸܸ௄య ቍଶ ∗ ℎ௄ ∗ ௄ܣ ∗ ( 
 ሺ ௠ܶ − ௄ܶሻ − ܸܸ௄ ∗ ݉௄ ∗ ܿ௄ሺ ௄ܶ − ௠ܶሻሺ݉௅ − ܸ ∗ ௅ሻߩ ∗ ܿ௅ ) 

 
 

ߣ ∗ ܲ = √ܸయ ଶ ∗ ℎ௄ ∗ ௄ܣ ∗ ሺ ௠ܶ − ௄ܶሻ√ ௄ܸయ ଶ − √ܸయ ଶܸ ∗ ℎ௄ ∗ ௄ܣ ∗ ݉௄ ∗ ܿ௄ሺ ௄ܶ − ௠ܶሻ√ ௄ܸయ ଶ ௄ܸሺ݉௅ − ܸ ∗ ௅ሻߩ ∗ ܿ௅  

 

Ͳ = √ܸయ ଶ ∗ ℎ௄ ∗ ௄ܣ ∗ ሺ ௠ܶ − ௄ܶሻ ∗ √ ௄ܸయ ଶ ௄ܸሺ݉௅ − ܸ ∗ ௅ሻߩ ∗ ܿ௅√ ௄ܸయ ଶ ∗ √ ௄ܸయ ଶ ௄ܸሺ݉௅ − ܸ ∗ ௅ሻߩ ∗ ܿ௅ − √ܸయ ଶܸ ∗ ℎ௄ ∗ ௄ܣ ∗ ݉௄ ∗ ܿ௄ሺ ௄ܶ − ௠ܶሻ ∗ √ ௄ܸయ ଶ√ ௄ܸయ ଶ ∗ √ ௄ܸయ ଶ ௄ܸሺ݉௅ − ܸ ∗ ௅ሻߩ ∗ ܿ௅ − ߣ ∗ ܲ ∗ √ ௄ܸయ ଶ ∗ √ ௄ܸయ ଶ ௄ܸሺ݉௅ − ܸ ∗ ௅ሻߩ ∗ ܿ௅√ ௄ܸయ ଶ ∗ √ ௄ܸయ ଶ ௄ܸሺ݉௅ − ܸ ∗ ௅ሻߩ ∗ ܿ௅  

 

Ͳ = √ܸయ ଶ ∗ ℎ௄ ∗ ௄ܣ ∗ ሺ ௠ܶ − ௄ܶሻ ∗ √ ௄ܸయ ଶ ௄ܸሺ݉௅ − ܸ ∗ ௅ሻߩ ∗ ܿ௅ − √ܸయ ଶܸ ∗ ℎ௄ ∗ ௄ܣ ∗ ݉௄ ∗ ܿ௄ሺ ௄ܶ − ௠ܶሻ ∗ √ ௄ܸయ ଶ − ߣ ∗ ܲ ∗ √ ௄ܸయ ଶ ∗ √ ௄ܸయ ଶ ௄ܸሺ݉௅ − ܸ ∗ ௅ሻߩ ∗ ܿ௅√ ௄ܸయ ଶ ∗ √ ௄ܸయ ଶ ௄ܸሺ݉௅ − ܸ ∗ ௅ሻߩ ∗ ܿ௅  

 

Ͳ = √𝑽૜ ૛ ∗ ℎ௄ ∗ ௄ܣ ∗ ሺ ௠ܶ − ௄ܶሻ ∗ √ ௄ܸయ ଶ ௄ܸሺ݉௅ − 𝑽 ∗ ௅ሻߩ ∗ ܿ௅ − √𝑽૜ ૛𝑽 ∗ ℎ௄ ∗ ௄ܣ ∗ ݉௄ ∗ ܿ௄ሺ ௄ܶ − ௠ܶሻ ∗ √ ௄ܸయ ଶ − ߣ ∗ ܲ ∗ √ ௄ܸయ ଶ ∗ √ ௄ܸయ ଶ ௄ܸሺ݉௅ − 𝑽 ∗ ௅ሻߩ ∗ ܿ௅ 
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Man muss also die Nullstellen der gegebenen Funktion berechnen und erhält nummerisch(z.B. Newton 

Verfahren) : 

௄ܸ௠௔௫ ≈ ͵͸ͳ,ͺͳͷͺ͸͸݉Ϳ 

mit 

ோܶ௠௔௫ = ௠ܶ − ௄ܸ௠௔௫௄ܸ ∗ ݉௄ ∗ ܿ௄ሺ ௄ܶ − ௠ܶሻሺ݉௅ − ௄ܸ௠௔௫ ∗ ௅ሻߩ ∗ ܿ௅  

ோܶ௠௔௫ ≈ ʹͻʹ,Ͳ͵͸͹͹ܭ = ͳͺ,ͺͺ͸͹͹°ܥ 

Diesen Wert kann man als plausiblen Schätzwert verwenden, der gesucht war. 

Bemerkung: 

Moderne Gefrierschränke haben maximal einen Wirkungsgrad von 80%. Weitergehend könnte man sich 

einen Temperatur-Leistungs-Index als Maß für die Effizienz des Gefrierschranks als Heizung definieren 

(also ߚ = 𝑃்) und das Volumen so wählen, dass ߚ maximal wird. Dieses Volumen wäre dann so gewählt, 

dass mit dem kleinsten Leistungsaufwand die größte Temperatur erreicht wird. 
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Aufgabe 4 

Nr.4a 

(Bilder zu den Versuchen im Anhang) 

Das Volumen einer Halbkugel beträgt: 

ܸ = ͳʹ ∗ Ͷ͵ ଷܴߨ =  ଷܴߨ͵ʹ

Leitet man nach R ab gilt: 

ܣ = ܸܴ݀݀ = ⇒ ଶܴߨʹ ܸ݀ = ଶܴߨʹ ∗ ܴ݀ 

Analog für die Oberfläche einer hohlen Halbkugel ohne Grundfläche: ܣ = ܴ݀ܣ݀ ଶܴߨʹ = Ͷܴߨ ⇒ ܣ݀ = Ͷܴߨ ∗ ܴ݀ 

Mit 
ௗௐଶ∗ௗ஺ = 𝜎 (die Zwei, da es eine äußere Oberfläche und eine Innere Oberfläche gibt(gilt für sehr 

dünnangenommene Seifenhautdicken)): ܹ݀ = ʹ ∗ ܣ݀ ∗ 𝜎 = ʹ ∗ Ͷܴߨ ∗ ܴ݀ ∗ 𝜎 = ͺ ∗ ߨ ∗ 𝜎 ∗ ܴ ∗ ܴ݀ 

Mit 
ௗௐௗ௏ = ܹ݀ ߩ = ߩ ∗ ܸ݀ = ߩ ∗ ଶܴߨʹ ∗ ܴ݀ 

 ⇒ ߩ ∗ ଶܴߨʹ ∗ ܴ݀ = ͺ ∗ ߨ ∗ 𝜎 ∗ ܴ ∗ ߩ ܴ݀ ∗ ܴ = Ͷ ∗ 𝜎 

ߩ = Ͷ ∗ 𝜎ܴ  

 

Mit ௗ௏ௗ௧ = గ∗௥ర8∗ఎ ∗ ఘ௟ : 



Benedikt Buller  Seite 

49 

 

  

ݐܸ݀݀ = ߨ ∗ ସͺݎ ∗ ߟ ∗ Ͷ ∗ 𝜎݈ ∗ ܴ = ߨ ∗ ʹସݎ ∗ ߟ ∗ 𝜎݈ ∗ ܴ 

 

ܸ݀ = ߨ ∗ ʹସݎ ∗ ߟ ∗ 𝜎݈ ∗ ܴ ∗  ݐ݀

Mit ܸ݀ = ଶܴߨʹ ∗ ܴ݀ (siehe oben): ߨ ∗ ʹସݎ ∗ ߟ ∗ 𝜎݈ ∗ ܴ ∗ ݐ݀ = ଶܴߨʹ ∗ ܴ݀ 

ସͶݎ ∗ ߟ ∗ 𝜎݈ ∗ ݐ݀ = ܴଷ ∗ ܴ݀ 

ସͶݎ ∗ ߟ ∗ 𝜎݈ = ܴଷ ∗ ݐܴ݀݀  

ସͶݎ ∗ ߟ ∗ 𝜎݈ ≔ ݇ 

 

݇ = ܴଷ ∗ ݐܴ݀݀  

 

Ansatz: ܴሺݐሻ = √ܽ ∗ ݐ ± ܿర
 

ܴ′ሺݐሻ = ͳͶ ∗ √ሺܽ ∗ ݐ ± ܿሻଷర ∗ ܽ 

 

݇ = ቀ√ܽ ∗ ݐ ± ܿర ቁଷ ∗ ͳͶ ∗ √ሺܽ ∗ ݐ ± ܿሻଷర ∗ ܾ 

݇ = ሺܽ ∗ ݐ ± ܿሻଷସ ∗ ͳͶ ∗ ሺܽ ∗ ݐ ± ܿሻଷସ ∗ ܽ 

݇ = ͳͶ ∗ ܽ ܽ = Ͷ ∗ ݇ 
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⇒ ܴሺݐሻ = √Ͷ ∗ ݇ ∗ ݐ ± ܿర
 

 

 

Probe: 

݇ = ቀ√Ͷ ∗ ݇ ∗ ݐ ± ܿర ቁଷ ∗ ͳͶ ∗ √ሺͶ ∗ ݇ ∗ ݐ ± ܿሻଷర ∗ Ͷ ∗ ݇ 

݇ = ͳͶ ∗ Ͷ ∗ ݇ ⇒ ݇ = ݇ 

Und man fordert: ܴሺͲሻ = ܴ଴ 

 ⇒ √±ܿర = ܴ଴ ⇒ ±ܿ = ܴ଴ସ 

ܴሺݐሻ = √Ͷ ∗ ݇ ∗ ݐ ± ܴ଴ସర
 

Man schaut sich an wann ܴሺݐሻ=0 wird: 

Ͳ = √Ͷ ∗ ݇ ∗ ݐ ± ܴ଴ସర
 

Ͳ = Ͷ ∗ ݇ ∗ ݐ ± ܴ଴ସ 

⇒ ଴ݐ = ܴ଴ସͶ ∗ ݇ = ܴ଴ସͶ ∗ Ͷ ∗ ߟ ∗ ସݎ݈ ∗ 𝜎 = ܴ଴ସ ∗ ߟ ∗ ସݎ݈ ∗ 𝜎  

Daraus folgt: ݐ଴~ܴ଴ସ 

Was zu zeigen war 

 

Also gilt für 𝜎: 

𝜎 = ܴ଴ସ ∗ ߟ ∗ ସݎ݈ ∗ ଴ݐ  
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Um 𝜎 experimentell zu bestimmen kann man nun, wenn die Viskosität gegeben ist, die Länge und den 

Radius des Strohhalms, den Anfangsradius der Blase und die Zeit, bis keine Luft mehr in der Blase ist, 

messen. 

Experimentell setzt man das ganze am besten um, indem man die Blase auf einer umgedrehten, von den 

Maßen her genormter (in diesem Fall r=4,5cm) und zuvor mit der Flüssigkeit benetzter Petrischale 

erzeugt, so dass die Blase mit Radius R0 die gesamte Oberfläche der Petrischale einnimmt. So kann man 

den Anfangsradius mit bestmöglicher Präzision festlegen. 

Die Werte, die verwendet wurden, waren: ܴ଴ = Ͳ,ͲͶͷ݉ ݈ = Ͳ,ʹͳͳ݉ ݎ = Ͳ,ͲͲʹͷ݉ 

Da die angegebene Mischung verwendet wurde, und die Temperatur bei 20°C lag, geht man von einer 

Viskosität von: ߟ = ͳͺ,ʹ ∗ ͳͲ−଺ܲܽ ∗  aus   ݏ

Die Zeit, die ďis zur koŵpletteŶ “AuflösuŶg“ geŵesseŶ ǁurde, war: ݐ଴ = ʹͶ,͸ͳݏ 

Mit 

𝜎 = ܴ଴ସ ∗ ߟ ∗ ସݎ݈ ∗ ଴ݐ  

Ergibt sich: 

𝜎 ≈ Ͳ,Ͳͳ͸͵ͺ ܰ݉
 

 

Dieser Wert scheint von der Größenordnung her plausibel zu sein, da er um ein ca.4-5 mal geringer ist als 

der von Wasser, und das Spülmittel u.a die Funktion hat die Oberflächenspannung zu verringern. 
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Nr.4 b) 

 

 

Die normale Kettenlinie lässt sich durch den Kosinus Hyperbolikus beschreiben. Modelliert wird unter 

der Vorraussetzung, dass gemessen wird, wie weit der tiefste Punkt unter der Stange liegt (also c1), und 

wie weit die Verbindungsenden voneinander auf der Stange entfernt sind (also d). ݂ሺݔሻ = ܽ ∗ coshሺݔሻ − ܾ 

Man fordert von der Funktion: 

ͳ.   Ͳ = ܽ ∗ cosh(ͳʹ ݀) − ܾ ʹ.  − ܿଵ = ܽ ∗ coshሺͲሻ − ܾ 

Wobei d der Abstand zwischen den Befestigungspunkten ist und ܿଵder Abstand des tiefsten Punktes der 

Kettenlinie von der Stange. 

Aus 2. folgt: ʹ.  − ܿଵ = ܽ − ܾ ܽ = ܾ − ܿଵ 

In 1. eingesetzt: 

Ͳ = ሺܾ − ܿଵሻ ∗ cosh (ͳʹ ݀) − ܾ 

Ͳ = ܾ ∗ cosh (ͳʹ ݀) − ܿଵ ∗ cosh (ͳʹ ݀) − ܾ 

Ͳ = ܾ ∗ (cosh (ͳʹ ݀) − ͳ) − ܿଵ ∗ cosh (ͳʹ ݀) 

⇒ ܾ = ܿଵ ∗ cosh ቀͳʹ ݀ቁቀcosh ቀͳʹ ݀ቁ − ͳቁ 

⇒ ܽ = ܿଵ ∗ cosh ቀͳʹ ݀ቁቀcoshቀͳʹ ݀ቁ − ͳቁ  − ܿଵ = ܿଵ ቌ cosh ቀͳʹ ݀ቁቀcosh ቀͳʹ ݀ቁ − ͳቁ − ͳቍ 
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⇒ ݂ሺݔሻ = ܿଵ ቌ coshቀͳʹ ݀ቁቀcoshቀͳʹ ݀ቁ − ͳቁ − ͳቍ ∗ coshሺݔሻ − ܿଵ ∗ cosh ቀͳʹ ݀ቁቀcosh ቀͳʹ ݀ቁ − ͳቁ 

݂ሺݔሻ = ܿଵ ൮ቌ cosh ቀͳʹ ݀ቁቀcosh ቀͳʹ ݀ቁ − ͳቁ − ͳቍ ∗ coshሺݔሻ − cosh ቀͳʹ ݀ቁቀcosh ቀͳʹ ݀ቁ − ͳቁ) 

Nun wird eine Formel für die Fläche zwischen Stab und Kette hergeleitet, wenn keine Seifenhaut 

dazwischen liegt: 

ܣ = ʹ ∗ ||∫ ܿଵ ൮ቌ coshቀͳʹ ݀ቁቀcoshቀͳʹ ݀ቁ − ͳቁ − ͳቍ ∗ coshሺݔሻ − cosh ቀͳʹ ݀ቁቀcosh ቀͳʹ ݀ቁ − ͳቁ)
ଵଶௗ
଴  ||ݔ݀

ܣ = ʹ ∗ ܿଵ ||[ቌ cosh ቀͳʹ ݀ቁቀcosh ቀͳʹ ݀ቁ − ͳቁ − ͳቍ ∗ sinhሺݔሻ − cosh ቀͳʹ ݀ቁቀcoshቀͳʹ ݀ቁ − ͳቁ ଴[ݔ
ଵଶௗ|| 

ܣ = ʹ ∗ ܿଵ |ቌ cosh ቀͳʹ ݀ቁቀcosh ቀͳʹ ݀ቁ − ͳቁ − ͳቍ ∗ sinh (ͳʹ ݀) − cosh ቀͳʹ ݀ቁቀcosh ቀͳʹ ݀ቁ − ͳቁ ∗ ͳʹ ݀| 
 

ܣ = ʹ ∗ ܿଵ | cosh ቀͳʹ ݀ቁቀcosh ቀͳʹ ݀ቁ − ͳቁ sinh (ͳʹ ݀) − sinh (ͳʹ ݀) − coshቀͳʹ ݀ቁቀcoshቀͳʹ ݀ቁ − ͳቁ ∗ ͳʹ ݀| 
ଵܣ = ʹ ∗ ܿଵ | cosh ቀͳʹ ݀ቁቀcosh ቀͳʹ ݀ቁ − ͳቁ (sinh (ͳʹ ݀) − ͳʹ ݀) − sinh (ͳʹ ݀)| 

 

Da die Energiedifferenz benötigt wird, die zwischen beiden Kettenlinien (der normalen und der 

dreieckigen mit Seife) liegt, benötigt man eine Formel zur Berechnung der Höhe: ∆ܹ = ݉ ∗ ݃ ∗ ∆ℎ 

An ∆ℎ kommt man über die durchschnittliche Höhe der Funktionen: 
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ℎଵ = ͳͳʹ ݀ − Ͳ ∗ ∫ ܿଵ ൮ቌ cosh ቀͳʹ ݀ቁቀcosh ቀͳʹ ݀ቁ − ͳቁ − ͳቍ ∗ coshሺݔሻ − cosh ቀͳʹ ݀ቁቀcosh ቀͳʹ ݀ቁ − ͳቁ) ଵଶௗݔ݀ 
଴  

ℎଵ = ʹ݀ ∗ ܿଵ ቌ cosh ቀͳʹ ݀ቁቀcosh ቀͳʹ ݀ቁ − ͳቁ (sinh (ͳʹ ݀) − ͳʹ ݀) − sinh (ͳʹ ݀)ቍ 

Dasselbe wird nun durchgeführt für die dreieckige Kettenlinie mit Seifenhaut: 

 

Die Konstruktion der Funktion für die eine Hälfte des Dreiecks wird nun durchgeführt(ܿଶ :Abstand des 

Tiefpunktes von der Stange ݏ: eingespannte Kettenlänge(theoretisch auch mit Bogenlänge über die 

obere cosh-Funktion lösbardas Integral ist allerdings so kompliziert, dass man es für jeden Fall einzeln 

nummerisch lösen müsste, oder einen Computer damit beauftragen müsste)): ݃ሺݔሻ = ݔ݉ − ܿଶ 

Forderung: 

Ͳ = ݉ ͳʹ݀ − ܿଶ 

݉ = ʹܿଶ݀
 

 ⇒ ݃ሺݔሻ = ʹ ܿଶ݀ ݔ − ܿଶ 

Mit ܿଶ = √ଵସ ;ݏ − ଵସ ݀; ;eiŶfaĐh aus deŵ Satz des Pythagoras gefolgert…Ϳ 

݃ሺݔሻ = ʹ√ͳͶ ;ݏ − ͳͶ݀;݀ ݔ − √ͳͶ ;ݏ − ͳͶ݀; 

Berechnung der Durchschnittshöhe der Dreieckskettenlinie: 

ℎଶ = ͳͳʹ ݀ − Ͳ ∗ ∫ ʹ ܿଶ݀ ݔ − ܿଶ ݀ݔଵଶௗ
଴  

ℎଶ = ʹ݀ ∗ [ܿଶ݀ ;ݔ − ܿଶݔ]଴ଵଶௗ
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ℎଶ = ʹ݀ ∗ [ܿଶ݀ (ͳʹ ݀) ; − ܿଶ ͳʹ ݀]଴ଵଶௗ
 

ℎଶ = ʹ݀ ∗ (ܿଶ (ͳͶ݀) − ܿଶ ͳʹ ݀) 

ℎଶ = ʹ݀ ∗ ቆ−ܿଶ (ͳͶ݀)ቇ 

ℎଶ = − ͳʹ ܿଶ 

ℎଶ = − ͳʹ√ͳͶ ;ݏ − ͳͶ݀; 

 

∆ℎ = ℎଶ − ℎଵ = − ͳʹ√ͳͶ ଶݏ − ͳͶ݀ଶ − ʹ݀ ∗ ܿଵ ቌ coshቀͳʹ ݀ቁቀcoshቀͳʹ ݀ቁ − ͳቁ (sinh (ͳʹ ݀) − ͳʹ ݀) − sinh (ͳʹ ݀)ቍ 

Mit ∆ܹ = ݉ ∗ ݃ ∗ ∆ℎ: 

∆ܹ = ݉ ∗ ݃ ∗ ൮− ͳʹ√ͳͶ ଶݏ − ͳͶ݀ଶ − ʹ݀ ∗ ܿଵ ቌ cosh ቀͳʹ ݀ቁቀcosh ቀͳʹ ݀ቁ − ͳቁ (sinh (ͳʹ ݀) − ͳʹ ݀) − sinh (ͳʹ ݀)ቍ) 

Bzw mit ݉ = ݏ ∗  (einfach mit dem Satz des Pythagoras) (Masse pro Strecke=:ߤ) ߤ

∆ܹ = ݏ ∗ ߤ ∗ ݃ ∗ ൮− ͳʹ√ͳͶ ʹݏ − ͳͶ݀ʹ − ʹ݀ ∗ ܿଵ ቌ cosh ቀͳʹ ݀ቁቀcosh ቀͳʹ ݀ቁ − ͳቁ (sinh (ͳʹ ݀) − ͳʹ ݀) − sinh (ͳʹ ݀)ቍ) 

 Gesamtmasse der Kette durch Gesamtlänge ݃: Fallbeschleunigung ܿଵ: Abstand des tiefsten Punktes der normalen Kettenlinie von der Stange ݀: Abstand der beiden Befestigungspunkte an der Stange :ߤ Kettenlänge zwischen den Punkten :ݏ

 

Nun wird die Flächendifferenz zwischen den Flächen, die die beiden Kettenlinien mit der Stange 

einschließen, benötigt. 
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Fläche der Dreieckskettenlinie: 

ଶܣ = ʹ ∗ ͳʹ ∗ ܿଶ ∗ ͳʹ ݀ = ͳʹ ݀ ∗ √ͳͶ ଶݏ − ͳͶ݀ଶ 

 

 

Fläche der normalen Kettenlinie: 

ଵܣ = ʹ ∗ ܿଵ | cosh ቀͳʹ ݀ቁቀcosh ቀͳʹ ݀ቁ − ͳቁ (sinh (ͳʹ ݀) − ͳʹ ݀) − sinh (ͳʹ ݀)| 
 .aus der Differenz der Flächen multipliziert mit dem Faktor 2 da die Seifenhaut zwei Seiten hat ܣ∆

ܣ∆ = ʹሺܣଵ − ଶሻܣ = Ͷ ∗ ܿଵ | cosh ቀͳʹ ݀ቁቀcosh ቀͳʹ ݀ቁ − ͳቁ (sinh (ͳʹ ݀) − ͳʹ ݀) − sinh (ͳʹ ݀)| − ݀ ∗ √ͳͶ ଶݏ − ͳͶ݀ଶ 

Mit 𝜎 = ∆ௐ∆஺ : 

𝜎 = ௦∗𝜇∗௚∗(௖భ+√భర௦మ−భరௗమ∗ቀభమௗ−ଵቁ−మ೏∗ ೎భc౥s౞ቀభమ೏ቁ∗ୱ୧୬୦ቀభమௗቁ)
ଶ∗|௖భ(s౟౤౞ቀభమ೏ቁc౥s౞ቀభమ೏ቁ−భమௗ)|−భమௗ∗√భర௦మ−భరௗమ  falsch 

𝜎 = ݏ ∗ ߤ ∗ ݃ ∗ ൮− ͳʹ√ͳͶ ଶݏ − ͳͶ݀ଶ − ʹ݀ ∗ ܿͳ ቌ cosh ቀͳʹ ݀ቁቀcosh ቀͳʹ ݀ቁ − ͳቁ ቀsinh ቀͳʹ ݀ቁ − ͳʹ ݀ቁ − sinh ቀͳʹ ݀ቁቍ)
Ͷ ∗ ܿଵ | cosh ቀͳʹ ݀ቁቀcosh ቀͳʹ ݀ቁ − ͳቁ ቀsinh ቀͳʹ ݀ቁ − ͳʹ ݀ቁ − sinh ቀͳʹ ݀ቁ| − ݀ ∗ √ͳͶݏଶ − ͳͶ݀ଶ  

 

Denn ∆ܹmuss aufgebracht werden um die Fläche der Dreieckskettenlinie auf die Fläche der normalen 

Kettenlinie zu vergrößern. 

 

Experimentell wurde eine Goldkette der Gesamtlänge von 0,502m und der Gesamtmasse von 0,0081kg 

verwendet. 

Eine Konfiguration, bei der sich die beschriebene Dreiecksform ausbildete, hatte folgende Werte für s, 

c1, und d Der Messfehler war vergleichsweise hoch und Betrug 0,003m: 
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݀ = Ͳ,ͳ͹ͷ݉ ܿଵ = Ͳ,ͳͺͷ݉ ݏ = Ͳ,Ͷʹͷ݉ 

 

Für ߤ ergibt sich: 

ߤ  = ݈݉ = Ͳ,ͲͲͺͳkgͲ,ͷͲʹm = ͺͳͷͲʹͲ݇݃݉ ≈ Ͳ,Ͳͳ͸ͳ͵ͷ݇݃݉
 

𝜎 müsste demnach: 

𝜎 ≈ Ͳ,ͳͻʹʹͲ͹  ;ܬ݉

sein. 

Die Plausibilität ist allerdings fraglich, denn auch wenn der Wert im Vergleich zu anderen 

Oberflächenspannungen nicht völlig aus dem Rahmen fällt(bei Quecksilber ist er sogar höher mit 

0,476
௃௠;), ist er ca. 2,5mal so hoch wie der bei Wasser(0,7275

௃௠;). In Wirklichkeit müsste der Wert aber 

aufgrund der Wirkung des Spülmittels kleiner als der von Wasser sein. 
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Nr.4 c 

𝜎 = ܣܹ݀݀  

Leitet man W und A nach der Länge l ab ergibt sich: ܹ݈݀݀ = ݈݀݀ ܨ  ∗ ݈ = ⇒ ܨ ܹ݀ = ܨ ∗ ݈݀ 
ܣ݈݀݀  = ݈݀݀ ݈; = ʹ݈ ⇒ ܣ݀ = ʹ݈ ∗ ݈݀ 
 

⇒ 𝜎 = ܨ ∗ ݈݀ʹ݈ ∗ ݈݀ = ܨʹ݈
 

Die Oberflächenspannung ist also eine Kraft pro Strecke. 

Durch Ausnutzung eines Kräftegleichgewichtes lässt sich die Oberflächenspannung vermutlich sehr 

genau bestimmen. Zu diesem Zweck kann man die Flüssigkeit in einer Kapillare aufsteigen lassen und die 

Gewichtskraft, wenn sich die Flüssigkeit nicht weiter empor bewegt, mit der Kraft aus der Gleichung 𝜎 = ிଶ௟ gleichsetzen und man kann 𝜎 berechnen.  Die Dichte der Flüssigkeit wird benötigt um zusammen 

mit dem eingenommenem Volumen in der Kapillare und der Fallbeschleunigung  die Gewichtskraft zu 

bestimmen. 

Zunächst überlegt man, was statt ʹ݈ in der Gleichung stehen müsste: 

Die Kraft, die nun wirkt, wirkt über die Länge der kreisrunden Berührungsstelle zwischen Flüssigkeit und 

der Kapillare: 

Folglich ist die Länge ʹ݈ =  :also ݎߨʹ

𝜎 =  ݎߨʹܨ
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௄ܨ = 𝜎 ∗  ݎߨʹ

Für die Gewichtskraft ergibt sich: ீܨ = ݉ ∗ ݃ = ܸ ∗ ߩ ∗ ݃ = ଶݎߨ ∗ ℎ ∗ ߩ ∗ ݃ 

 

Es muss gelten: ܨ௄ = ܨீ  

also: 𝜎 ∗ ݎߨʹ = ଶݎߨ ∗ ℎ ∗ ߩ ∗ ݃ 

𝜎 = ͳʹ ݎ ∗ ℎ ∗ ߩ ∗ ݃ 

Benutzt man eine dünne Pipette als Kapillare, kommt man einfach durch die Volumeneinteilung an r. Zur 

Dichtebestimmung der Flüssigkeit wiegt man ein abgefülltes Volumen und teilt das gewogene durch das 

Volumen. 

Durchführung: 

Die Flüssigkeit wird Eine Pipette mit kleinem Radius r wird aufrecht in die Flüssigkeit, von der die 

Oberflächenspannung 𝜎 bestimmt werden soll gestellt. Anschließend erzeugt man einen Unterdruck an 

der offen zur Luft stehenden Seite(etwa durch saugen), so dass die Flüssigkeit auf eine gewisse Höhe 

aufsteigt. Im Anschluss hört man mit dieser Maßnahme auf und wartet bis der Flüssigkeitspegel 

aufgehört hat sich weiter abzusenken. Der Abstand zwischen Oberfläche der Flüssigkeit und Pegelstand 

ist die gesuchte Höhe h. 

Führt man das Experiment mit der vorgegebenen Mischung bei 20°C durch, ergeben sich folgende 

Werte: 

200ml sind ca. 210g schwer (rechnen), die Dichte ߩ  ist also ca. 1050 kg/m³ 

In h0=12cm der Pipette passen V=0,11ml Flüssigkeit 

Mit ݎ = √ ௏గ∗ℎబ ergibt sich ݎ ≈ Ͳ,ͷͶͲͳ͹ ∗ ͳͲ−ଷ݉ 

Die Flüssigkeit steigt in der Pipette ͳܿ݉ ± Ͳ,͵݉݉ 

Mit 

𝜎 = ͳʹ ݎ ∗ ℎ ∗ ߩ ∗ ݃ 

ergibt sich ein Wert von: 
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𝜎 ≈ Ͳ,Ͳʹ͹ͺʹ ܰ݉
 

Das Ergebnis scheint plausibel zu sein, da der Literaturwert für Wasser mehr als doppelt so hoch ist und 

die Oberflächenspannung der Mischung erwartungsgemäß kleiner sein muss, da die Funktion von 

Spülmittel gerade die ist die Oberflächenspannung zu zerstören. 

Nr.4 d) 

Es wurden also insgesamt zwei plausible Werte und ein fragwürdiger Wert für die Oberflächenspannung 

ermittelt: 

𝜎 ≈ Ͳ,Ͳͳ͸͵ͺ ܰ݉
 

𝜎 ≈ Ͳ,Ͳʹ͹ͺʹ ܰ݉
 

𝜎 ≈ Ͳ,ͳͻʹʹͲ͹ ܰ݉
 

Mögliche Fehlerquellen bei dem Experiment aus Aufgabe b könnten zum einen an ungenauen 

Messungen gelegen haben und damit in Verbindung stehend die große Anzahl an zu messenden 

unnormierten Größen. Gemessen wurde: ݀ = Ͳ,ͳ͹ͷ݉ ܿଵ = Ͳ,ͳͺͷ݉ ݏ = Ͳ,Ͷʹͷ݉ ݉ = Ͳ,ͲͲ͹ʹ ݇݃ ݈ = Ͳ,ͷͲͷ݉ 

Andererseits könnte es an der vorhergehenden theoretischen Modellierung gelegen haben, auch wenn 

es einleuchtend ist sich die Differenz der bestehenden Energieniveaus über die Durchschnittshöhe der 

beiden Kurven herzuleiten und anschließend ganz nach der Definition durch die doppelte 

Flächendifferenz , die die Kurveneinschließen zu teilen.  

Eine Fehlermöglichkeit, die nicht zu unterschätzen ist, ist auch die Struktur der Kette selber. Denn führt 

man das Experiment durch, so bemerkt man bei Variation von d, dass die Kette ab einer bestimmten 

Position sprunghaft in die Dreiecksform wechselt und sich von der Form evtl. sogar etwas nach innen 

wölbt. Die Dreiecksform besteht bei weiteren Variationen augenscheinlich über einem bestimmten 

Intervall von ca. 1cm(geschätzt). ݀ lässt sich in der Realität nicht eindeutig bestimmen. Eine 

Fehlerrechnung z.B. nach Taylor wäre allerdings von Hand bei der vorliegenden Formel sehr aufwändig. 

Bei den anderen beiden Experimenten zeichnen sich plausible Werte ab, wobei die Zeit Messung und das 

Aufblasen der Blase von Hand bei Experiment 1 erhebliche Fehlerquellen verursacht. Durch die Methode 
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mit der Petrischale kann man zwar einen relativ genau normierten Radius festlegen, dennoch kann es 

passieren, dass man kaum merklich mehr Luft hineinbläst, so dass sich die Blase etwas über den Rand 

wölbt. Da es bei doppeltem Volumen 16 mal so lange dauert bis die Blase zusammengeschrumpft ist, 

wirken sich also auch schon kleine Ungenauigkeiten vom Radius groß aus. 

Bei dem Pipettenversuch hingegen verursacht nur die Messung der Steighöhe größere Fehler, wenn man 

nur eine vergleichsweise dicke Pipette zur Verfügung hat. Der Radius lässt sich sehr genau über das 

Zylindervolumen bestimmen und die Dichte beliebig genau über das Wiegen eines bestimmten 

Volumens. 

Von der Art der Bestimmung unterscheiden sich die Experimente folgender maßen: 

Bei Exp1 wurde die Oberflächenspannung über eine Zeit bestimmt. 

Bei Exp2 wurde die direkt über die angegebene Definition bestimmt. 

Bei Exp3 wurde sie über ein Kräftegleichgewicht also einer Kraft bestimmt.(mechanische Definition) 
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