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Eine Auseinandersetzung mit den Aufgaben der 2. Runde der Auswahlrunde zur Physikdelopb,
die vom normalen Unterricht unabhangig verfasst wurde.



Aufgabe 1
Nr. 1a)

Der Doppelkegel rollt scheinbar bergauf, weil sich durch die Rollbewegung sein Schwerpunkt auf eine
geringere Hohe absinkt aléo eine energetisch glinstigere Position. Das dies bei dem vorliegenden
Experiment unter bestimmten Umstanden mdglich ist, lasst sich am besten mathematisch zeigen:

Zur mathematischen Beschreibung geht man von zwei Bezugssystemen aus, die durch Rotationsmatrizen
ineinander umgewandelt werden kénnen. Zum einen wahlt man ein Bezugssystem, in dem die
Schienenebene in der x_1 x_2 Ebene liegt (wobei im Folgenden zunéchst eine 2 dimensionale
Betrachtung des Schwerpunktes gentigt), zum anderen eines, das der Betrachter von auf3en sehen wiirde
(Der Punkt an dem die Schienen zusammentreffen liegt bei den Betrachtungen immer im Ursprung der
Koordinatensysteme):

Betrachtung von oben auf Schienenebene (Schwerpunkt:S) Abbl :

Betrachtung von vorne (Schienenebene) Abb2:
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AusAbbl geht hervor:
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Wobei im Folgenden der Ubersichtlichkeit in den Koordinatensystemen wegen Bjfsitbstituiert
wird:

) S . G
s a —thon LI_—I

Aus Abb2 geht hervor:

ta —fop o9
—fYlP b3
Aus 1. Folgt:
s . .
GL —f—t-lUp UutT"
Aus 2. Folgt:
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U]"L4F—f+tUpUG
Wenn man k nun irlJ;"einsetzt:
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Man hat also nun eine Parameterdarstellung des Schwerpunktes im gestrichenen Koordinatensystem, in
dem von der aufgespannten Ebene als Grundflache ausgegangen wird, und der Ursprung im Schnittpunkt

E ' E Vv o]PEX'}usSE]sZ EP]S*]Z o0} (°E v KES*A IS}E lTpu »
System:

S . N S . ~
sl (4 F-f+Up 00 G,
Ty

Um die Koordinaten im ungestrichenen Koordinatensystem zu erhalten muss eine Drehung des
Koordinatensystems um den Winkekerfolgen. Dies kann man mit der passiven (2D-)Drehmatrix
realisieren, also der transponierten aktiven Drehmatrix also:
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Es ergibt sich:
& 0h\"3

~ ~ S . ~ S ~
te iU U ~4F—f+«lUp U —fWlp Uj
oy Pt TIREE TR B

T
N S. . S o N
LY U -FUpU —(UIpU} EectdUT
3L n t

P
.~ S. .
Fec3U U 14 F - fEUlp U —fUIp i PE..BWUT
y-Komponente vereinfachen(umformen):
I S. . S, NN
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T ausklammern:
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Wenne<«+U F ...00 0 — f—Z-L@A 0 —Zfl’d @® Owird fiir steigendeT’ offensichtlich§ ebenfalls
kleiner. Das bedeutetfur eine zunehmende Strecke, die in der aufgespannten Ebene zuriickgelegt wird,

erfolgt eine Absenkung des Schwerpunktes, was flr das scheinbare Hinaufrollen verantwortlich ist. Die
Bedingung, die die Winkel erfullen mussen, ist also:

. N S. . S
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S. . S.
O—f*tIUpU——{UIp

(e}

. S .
—fZ'U;O—f4tIUp

S .
——( Yip

—-f{ 0 - faZ @A U —?G & also die gesuchte Bedingung. Noch offensichtlicher wird es, wenn man

die Geradengleichung auf der sich der Schwerpunkt bewegt herleitet (siehe c) und schaut wann die

. .. . . gh?amq;0r_ F@AUr —'4@A . R A R R
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Nr.1 b)

+ L +N&I
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In Zylinderkoordinaten:

Mit @ & 145 s@ 8@ U@ N@ '(‘dasijl s @ ird zwecks Ubersichtlichkeit verwendet um zu zejgen
was mit dem r2 in dem Dreifachintegral passiert) kommt man zur Formel fiir den rotationssyisuheh
Doppelkegel mit konstanter Dichte und miit T; L%Tals Randfunktion und dem Faktor 2, weil es sich
nicht um einen normalen Kegel handelt, sondern um einen Doppelkegel (wegen der Linearitat des
Integrals ohne Probleme mdglich):
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MitlLtUé@éUDEJN

. 0 4_ 6 5 6 .
DalLéUands L ¢, @TA@T e @A (20 L=¢é U D B(den Faktor 2 braucht man, weil es
sich um einen Doppelkegel handelt)
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Was zu zeigen war.

Hinweis:

Halt man die Randfunktion r(x) allgemein, ergibt sich eine allgemeine Formel fiir das tBraghesnt
von Rotationskdrpern:
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Den Gedanken aus a) kann man weiterfiihren und mit b) verknipfen:

Vektor S war:

LG O ff U—~FUp IPE < 0F
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 umgeformt:
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Einsetzen iny und man hat die Funktionsgleichung der Bahn, auf der sich der Schwerpunkt bewegt,
errechnet:
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Das Ganze wird offensichtlich eine ganzrationale Funktion 1. Gerades sein. Um die Gleichung ein
bisschen handlicher zu machen konstruiert man sie mit Hilfe eines Punktes und der Steigung neu:
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Fur die unten angegebenen Werte sieht die Bahn des Schwerpunktes von der Seite daher so aus. Die
Linie durch den Ursprung ist die Schienenebene von der Seite aus betrachtet. Die Angaben sind in m:

0.054

0.05 0 O.'05 0’.1 O.’15 0?2 0.‘25 073 O.’35 0'.4 O.'46 0'.5 OA‘55 076 0.’85 077

Auf den Doppelkegel wirkt eine Kraft, die sich liber die Steigung L von der Bahn des Schwerpunktes und
Uber (ybestimmen lasst:

Abb3

—f4q9;,LF
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Aus Abb3 folgt:
- G
o(0|,|_—
(A
(G LeceT; 0§

Benedikt Buller

Seite 7




Ersetzen vori und (z

(G Lectf”...—fe;:BI,0C

Diese Kraft setzt je nachdem, wo sich der Doppelkegel befindet, auf Grund des variablen Abstandes von
der Rotationsachse zu den Auflagepunkten an verschieden langen Hebeln an, also an den genauen

Auflagepunkten. Dieser Abstand iski(siehe Abb2).

Die Winkelbeschleunigung ergibt sich aus dem Drehmoment M und dem Tragheitsmoment I:

Mit / L N Ojund N L Y1

srUO YU {
uU104-~
Die Winkelgeschwindigkeit ergibt sich durch Integrieren der Winkelbeschleunigung nach der Zeit:
APRL+t=@P + ':J ':J
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Die Geschwindigkeit ergibt sich aus:
RRLA:RUN:P;

Um an N : Ry kommen bendétigt man zunéchbt : [ tgerollter winkel).

Um dies zu erreichen kann man kann die Lange der Spirale, die von den Schienen auf den Doppelkegeln
gezeichnet wiirde, ansehen als die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks, bei dem eine Kathete
durch die Lange von der Kante Doppelkegels bis zur Spitze des Kegels gegeben ist und dieser Seite ein

Winkel Ygegeniiber liegt, der vorlind Uabh&ngt:
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Man konstruiert diesen Winkel wie folgt:
Bei Betrachtung der Vektoren

Fs Fs
=21 LmgQJl@lL mTyq

r r
aond

Fordern wir also mit der allgemeinen Formel: ¢ ; L YR

Aquivalent fiir den anderen Vektor:
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Fiar den Winkel zwischen den Vektoren gilt also:

Benedikt Buller

Seite 9




Z’GFS
, T@A
e L
S ® S ®
oS E.————4Fs Ugs E.—————F s
ufS@A ..‘-f@A
Z’GFS
:‘E@A

. C S. . S. . s F
VL=N3KO=IUp O .20l < F sg

, ...‘-f@A ‘
E |

Fur die Strecke S(Hypothenuse) ergibt sich also:
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Nun tberlegt man sich, dads U; eine logarithmische Spirale ist. Die Spirale, die Schienen auf dem Kegel
zeichnen wirden, hat namlich die Eigenschaft, dass es sich um eine gleichwinklige Spirateurahdel
dass sich der Abstand zur Rotationsachse immer um einen bestimmten Faktor pro Winkel verringert. In
die Ebene gepresst entspricht sie der gesuchten Funktion.(besonders Anschaulich siehe Ende von
Aufgabenteil e) Also gilt:

NU L = OPA
Mit der Forderung:
Nr; L 4
NG L 40

Und mit der Forderung, dass die Bogenlange der Spirale fir unendlich grof3e Winkel kombtmert mi
Ausdehnung in die 3te Dimension (Satz des Pythagoras) des Doppelkegels gleich der Gesamtlange der
Spirale ist. Nach der Formel fiir die Bogenlange in Polarkoordinaten ergibt sich also:
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Kombiniert man dies mit dem Satz des Pythagoras und bezieht so die dritte Dimension mit ein, ergibt
sich also die Forderung:
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Losen des Integrals:
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Dies kann nur gegen einen Wert konvergieren, wenn k negativ ist. K muss also negativ sein. Unter der
Annahme k<0 Also:
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Also mit der oberen Formel:
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Also ist die Funktion:
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In Polarkoordinaten sieht die Kurve fiir die in Aufgabenteil d gegebenen Werte wie folgt aus:

0.02

-0.084
i

Nun braucht man r(t) und gelangt einfach durch Einsetzen des zurlickgelegten Winkels nach einer Zeit
dorthin:

. . srO YU srO YU
‘P L+ AP i i ~ - tp
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Der Ubersichtlichkeit wegen substituieren wir:
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Nach t umformen:

H 4UAGUt
RTRY LP:O;
In v(t) einsetzen und man hat v(s):
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Somit ist dies die Formel fiir die Geschwindigkeit in Abhangigkeit von der Strecke in der aufgespannte
Ebene:

é’—UAUt

. Y @ g
RALMFYO 0 e g 0006

Plausibilitatsprifung (Starken und Schwachen der Formel):

Der Graph lasst erkennen, dass der Doppelkegel an Geschwindigkeit zulegt, nach etwas mehr als der
Halfte aber wieder ausgebremst wird. Die Unsymmetrie ist daher plausibel, da der Schwerpunkt, wie in
der Aufgabe gefordertelativ zur aufgespannten Ebene betrachtet wird. Beispielschaaren mit
konstantem R und in d angegebenen Werten untermauern die Plausibilitat:
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Schaar 1 der Kurve mit) lwra U wt

4 LrauyxusgnU Ltw¥F zr?

\

08

0.6

0.4
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0.2

06

Schaar 2 der Kurve mit) lwra U kr?

4 Lrauyxusgn U L géF rt

0.8+

0.64

0.4

0.24
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Schaar 3der Kurve mit) Lvra U Wt

4 Lrauyxusgn U lwrFzw?

Die Angaben von z.b6 9 EJ G AH TE
zZw6

sind so gewahlt, dass der Graph, der der
Achse offensichtlich am nachsten ist, den
ersten Winkelfwv r)2zugeordnet wird.




Die Graphen von Schaar 1 erscheinen sinnvoll, da ein kleiner Wilsk&bn intuitiv fiir eine geringere
Geschwindigkeit des Kegels sorgt. Auch wenn man sich die Steigung der Geraden fur den Verlauf des
Schwerpunktes anschaut, vergroRert sich diese mit kleiner werdendand somit vergroRert sich der
Rollweg in der Ebene.

Die Graphen von Schaar 2 erscheinen sinnvoll, da ein groRer Wifike¢ine geringe Geschwindigkeit

des Kegels spfit. Auch dass alle Nullstellen der Graphen identisch sind, ist sinnvoll, da zwar aus
horizontaler Sicht von auf3en der Kegel intuitiv nicht so weit rollen wird, aber durch den erhdéhterl Winke
aus Sicht der Schienenebene dennoch der selbe Weg in ihr zurtickgelegt wird.

Die Graphen von Schaar 3 erscheinen sinnvoll, da ein groRer Wiakeh intuitiv eine hthere
Geschwindigkeit bedeutet.

Was die Formel nicht plausibel macht, ist der Radius R des Kegels:

Setzt man alle Werte gemaRd Aufgabenstellung d ein, ergibt sich folgendes Problem:

5

a5

Nach dem Graphen muss die gerollte Strecke bei ca. 4m liegen

NZ uS uve] Z (}oPv <}veSEQMIS]}V VY

0.054

T T T T T T T T T T T T T T
0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 025 03 035 04 0.45 05 055 06 085 07
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passt nicht zusammen.

Dennoch lasst sich aufgrund des Verhaltens bezlglich der Variation der Winkel vermuten, dass die
Funktion von den Winkeln her passen kann. Rein von der Methodik ist die Herleitungpglausi
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Nr.1d)
Hergeleitet wurde in ¢ bereits folgende Funktion fur die Kurve auf der sich der Schwerpunkt bewegt:

U:T:L.O0TE 4. .“QE 00 ;

0.054

-0.05 0 OAIO5 DI,1 OA'15 D:Z OAI25 D:S OA|35 0‘,4 OAI46 0‘,5 0)55 076 0:65 077

Die in der Ebene gerollte Strecke ist folglich die Strecke vom Ursprung bis zum Schnittpaiekt mit
aufgespannten Ebenen, die in 2 Dimensionen ebenfalls zur Gerade wird. Zu dieser Geraden gehort
offenbar folgende Funktionsgleichung:

THL-f£O 0T
Beim Schnittpunkt gilt:

Uihis Lo

Fur den y-Wert ergibt sich:

uL'-T-LFf'&4 WE U0
5 liss : F_10
Mit Pythagoras also:
. L.A .A 7 . 6 . L.A " ") . 6
5k0 4 4:8) A ALl I:F4.... .UE.(’UU’GEFF 04 K9 EOHU,U,G
asdalia . F -0 —rY . F-£9O

Setzt man die gegebenen Werte ein ergibt sich:

5Nrawz{s{zvuu{{xvsz I

Benedikt Buller Seite

19



Geht man von einer plausiblen Kurvenschaar bezidlich Ui dlhus und legt R so fest, dass an
berechneter Stelle eine Nullstelle ist, so ist der Y-Wert des Hochpunktes ungefatadirah
Geschwindigkeit. Mit einendt N r & uy x ure y welches sich in beliebiger Genauigkeit z.B mit einer
Variante des Newtonverfahren bestimmen lasst, ergibt sich folgende Kurve:

0.0+

0.44

Der y-Wert des Hochpunktes der Funktion ergibt sich durch systematisches Vergleicheheion
variablem Verandern vomeine analytische Lésung ist nicht méglich:

I
Uoel RpeN rézsxthv—c;sws
e)

Die angegebene Annahme wurde in keinem Aufgabenteil benutzt und daher sind die gelieferten

Ergebnisse unabhangig von dieser. Somit ist herausgefunden was tatsachlich passiert. Die tatsachlichen
Auflagepunkte werden durch die Spirale charakterisidig,hergeleitet wurde. Diese lasst sich bei Bedarf

% E u SE]] E Vv puv  ue & v MdHE Z ]Jv i8S s IS}EI}u%e}lv vS§ Jv Vv Z
dann nach Spiegelung an der x1x2-Ebene den genauen raumlichen Verlauf der Auflagepunkte auf dem
Doppelkegel gegeben.

“U 0 NJ;
AL Le<¢G U NIM
Tz
Mit wachsendemUce Zu] P3” ¢] Z ] "%]E 0 *Cu%3}3]s Z WMkahnal%e ]3I e < P

nicht linear sein sondern startet bei einem Wert und schmiegt sich an einen héheren Wérranss

also eine exponentiell beschranke Wachstumsfunktion sein, die im Exponenten den gleichen Feaktor wi
die Funktion NU;im Exponenten hat. Also:
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Jetzt Uberlegt man sich, das®lie Hohe einer der Kegel im Doppelkegeliat man weil nach
Betrachtung der Skizze:
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Insgesamt gilt also fiir den Ortsvektor des Beriihrungspun@iesAbhéngikeit vom gerollten Winkel)

EO

, r_g@ 0
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E-F{@A |

Mit den Werten aus d ergibt sich folgende Kurve in 3D (raumlich betrachtet, von der Seite, von Oben):

(ggf. die Komponenten(auf die Seite legen) vertauschen und mit Betragen(spiggidumlichen
Verschiebungen(Startpunkt definieren) arbeiten um das ganze anschaulich und der Situation angepasst
zu verwenden.)

Hinweis:

In der gesamten Aufgabe 1 wurde angenommen, dass keine Reibung existiert(z.B. duradnStbfeniderstand).
Aerodynamische Effekte(z.B. Magnuseffekt) wurden ebenfalls nicht beachtet. DigdBitwird als idealisiert
angenommen(keine Stdrungen von auf3en).
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zmin= 0.003
ZMmad== 021 4

rnin: 'O . 099 = .!,l' leiFl

xmax= 0.113 = YMax

zmin= 0.003 zmin= 0.003
zmax= 0.214 zmax= 0214

ymin
Zmax

-0.098 = ymin xmin= -0.099 -0.098 = ymin
0.113 = ymax wmax= 0.113 0.113 = ymax
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Aufgabe 2
Nr.2 a)

Um eine Vorschrift fur die Lage des Bildes in Abhangigkeit vom Gegenstand zu erhalten, wirdtzunéch
eine allgemeine Betrachtung vorgenommen, wobei anschlie3end der Spezialfall, yvenn geht,
betrachtet wird, und dieser gleichzeitig die Losung ist. Wie angegeben wird die paraxiale Optikells Mod
verwendet. (AE ist also in Naherung die Gegenstandsweite und ED in Naherung die Bildweite)

Skizze:

n,, Wasser E o Luft

Nach dem fermatschen Prinzip sind die Strecken AE+ED zeitlich gleichlang wie AB+BC+CD. Daraus folgt:
JoU# ' EJU& L Js U#SE RUSUE J, U% &

Nun betrachtet man um wie viel langer der Weg AE+ED als AD ist:

Zunéchst fur AE:

(5, L# F?
Nach dem Satz des Pythagoras:
Benedikt Buller Seite
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#'OFPL# E2U# F2L:# E20 5L D
Da mit Strahlen nahe der optischen Achse, also Kleinwinkelndherung gerechnet wird:
#' N ?

et G U o5 L B

05, L O
® et Ton
Also gilt insgesamt fir die optische Wegdifferenz:
5 L o UJdE > U
¢slbyge VeErgg Y

Nach dem fermatschen Prinzip muss diese Wegdifferenz ausgeglichen sein, durch den optisch l&angeren
Weg auf der Strecke durch BC. Dazu Uberlegt man sich, welchen Weg(optisch) das Licht ohne das
Linsenmaterial auf der Strecke BC zurlickgelegt hat, und zieht diesen Weg von dem Weg mit
Linsenmaterial ab. In dem Fall der Plankonvexen Linse die von au3en aufgeklebt widasvare

SatapAvakd %0 4
e ¢bL JaUSuF :$%0 J;
3L SWIAF Ly
Es muss gelten:
¢alca

P

. D .
- - 0 .
tU#'UéE UOJL $%IAF Jy;

t0e&

BC lasst sich in Naherung mit dem selben Trick, deg, lB8angewandt wurde mit h2Nund N

ausdricken(M sei im Folgenden der Mittelpunkt einer der Kreise dessen Rand den einen Rand der Linse
beschreibt):

N h

N~F &L :NE=;5¥ =; LD~
@ LgR=;
NEsU¢c@ LD~
Mit der Kleinwinkeln&herung:
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D...
$ Y%st folglich:
$oo D p DO
tUEI\IEtOJ\I
Setzt man das nun in die obere Formel ein:
o OJdE UOJL $S%ILF L
tor U Ergg VAL SR
E560E 0JLFE2E P G5 F 3,
tor ©f Eroe VAt oo A
SO ESO LISES'J F J;
#I é |& J I\J Np/& 4

Fallen parallele Strahlen ein, wird ED ann&herungsweise zur realen Brennweite (Brennweite des ganzen
Aufbaus):

U
1 l& J
oe—SLSUSESpOJ F J;

i > A :
TR R ‘

Mit M \ » gilt fur den vorliegenden Fall:

z SUSE 0J FJ-L—S 0:J FJ-LS
é\ﬂ<J4 ‘E p UJaF J, = A g,

J,ON B

Zlw

e g\lLEE U:Jx F Jy;
Ja
Das gleiche fir die Formel, die die Beziehung zwischen AE und ED beschreibt:

Z

. S . . S S
Fur den gesuchten Fall gilt also:
> JIE— 0 gL 0sF J
m? é I& J N - A 4’
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Ersetzt manl\gdurch%‘ U:Jx F Iy

S . S
#I

Wobei(r ist der Krimmungsradius der gebogenen Seite):
J,UN

L——
B A F Ay

Nun muss noch betrachtet werden, wie die Beziehung zwischen der realen Brenrguaite der
Brennweite der LinsdBist. Es gilt:

S Jx F Jg;
S HaF

B J,UN

Nach der vereinfachten Linsenschleiferformel gilt:

s JAF L - S s
= A 4 U_E =
B N"
Lasst many \ » wachsen ergibt sich:
S L 2Ja F s
B J,UN
e BLB
Also:
J
& L—
4 -
< Fz U d
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# ' ist positiv, wenn der Gegenstand links von der Linse liggt,’ & ist positiv, wenn das Bild rechts
von der Linse liegt.

Wenn ' & negativ ist und# ' positiv ist, so muss folglich ein virtuelles und daraus folgend ein aufrechtes
und vergroRertes Bild bestehen. Wen#& positiv ist und# ' positiv ist, so muss ein reelles und daraus
folgend umgedrehtes Bild bestehen.

Betrachtet wird also wann &positiv bzw. negativ ist:

'&Pr

J
2 Pr

F-— U J

UUL&'

_S
# T

a . ) 4 _ 5 ~ ) -
*Ug,—?z—'ﬂﬂé ist groRer O wenry F-- U d gréRer O ist:

e S ggp
pFz UdPT

o' &ist folglich gréRer Null weng PEU U 4 gilt. In diesem Fall besteht ein umgekehrtes reelles
Bild.

o' & ist folglich kleiner Null weng ' O;U U 4 qgilt. In diesem Fall besteht ein aufrechtes virtuelles und

vergroRertes Bild.

Ist der Fall t Da—u UadpP# P?U U d gegeben, so handelt es sich um ein umgekehrtes reelles

vergrof3ertes Bild.

(e

Istder Fall #' P t U= U J gegeben, so handelt es sich um ein umgekehrtes reelles verkleinertes Bild.

CF

K

Istder Fall #' L t G‘aE U d gegeben, so handelt es sich um ein umgekehrtes reelles Bild, das dem

urspriinglichem Gegenstand entspricht.
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Nr.2 b)

Jq
'& LJ4 -
s Fz U4
#' gleich 2,5*f setzen:
J
& L ;
2 N
BFtawuVd
‘g L Ja J,UB
L FTavU S I, Fravayd
B

Mit I, Ns 3 Ns@ay kL saw
twr ;
'« L— B N tasuxyB
sSsy

Oder in Abhangigkeit von r:

twrJ, UN
SSYIRF J,

'& N vty uvi N
Nun zum GroRRenfaktofc

#' 0O

J‘:'-FUU

U4
#'Ltaw U B
téWUB—IrEI@Jg
4
taw U B PB&
®e COs

Es gilt nach dem Strahlensatz, wenn man 1 als Ausgangsgréf3e des Gegenstandes betrachtet:
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odas Bild ist um den Faktara z wweygroRRert (also ist es verkleinert).
Nr.2 c)

Vergleicht man die gegebene Situation aus ¢ mit der Ausgangssituation in a) so fallt auf, dass sich im
Model aus a) 2 Dinge veréandert haben: zum einen wird nun der andere Rgdieigen unendlich
betrachtet, zum anderen &ndert sich x g & 0 {S8he a). Gefunden wurde bereits:

; L—DS 0] E—U5 0
¢8lygr Ve Erge VY
Mit der neuen Bedingung gilt:
5 ta A Uadedd Y0 4
Also:
¢B3LSWIAF Js;
Mit den selben Schritten wie in a:
2 9] %IAF Js ;
tor "¢ Etoe AT e
D gae 0JLF—— JAF J
tow U ¢ By 4 O T AF %
S UJdE S UJdlL ISE Ja F J
#I é I& ’J N Np A 1
J e UJE—0JL—0
Gyt VB Uil U

Mit M\ » gilt fir den vorliegenden Fall:

. s s . S
Z OJaF J; L—=—0:JiF J; L—
oeg\lLEU:JAF J;
Ja
e Po]l]Z (°E ] c]P vSo] Z » &} EuU oW
7S UJE= 0 gL Zeods E—pidaF di L 1JsF Js;
é\ﬂ( #l é I& J o\ N Np A 1 NA 1
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Fur den gesuchten Fall gilt also:

SUESUL
e Ud B Ud

S

JaF Js s
N A e

bzw:

L
% :JAF \]é;

Ja

JAF %i. S -
AT R 0

'& L

Die Brennweite f der Linse ergibt sich aus der Linsenschleiferforméyroé »und ist diesmal nicht
gleich B

Lo 0L ESp OIF &
B J, ‘E Np AF Jg;
J,UN
JAF 4
Esqilt:
BL=U0UB
J, 0 NL ~J,UN
JiF J  JiF J
JAF
T TIiF X
JAF 3 .
L 0B
B JAF J
Mit
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'& L
IaF%iUdc s g

JAF ), U B #

2,5f fir AE eingesetzt:
Jq

'J/_\FJe;U,J S -
JAF &, U B Tawg®

'& L

Mit 3, Ns & Nsay kL saw

‘& L >
suu

er BTwrU B

Stw
'« L F——B
tv

bzw. mitr:

Nun wieder zum GroRRenfakto€

Es gilt nach dem Strahlensatz, wenn man 1 als Ausgangsgréf3e des Gegenstandes betrachtet:

odas Bild ist um den Faktor 2,083 vergrol3ert.
Seite
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Aufgabe 3
Der Gedanke der Urlauber war:

Man séagt ein Loch in eine Stelle der Wand und ersetzt das herausgeschnittene Stiick durch die
Gefriertruhe, wobei der Raum, der im Normalbetrieb gekuhlt wird, offen und von der Umfweltlu
erreichbar und von der Raumluft nicht erreichbar aufgestellt wird, sodass der Umwelt als unendlichem
Warmereservoir Warme entzogen wird und dem Inneren des Blockhauses zugefihrt wird. Sie wird quasi
c P I°Zos"X

Betrachtet wird ein Warmegleichgewicht mit(Q: spezifische Warmekapazitat; m: Masée;
Temperaturdifferenz):

3L?2U010¢6

Es gilt] s:Masse Kuhlschrank( spezifische Warmekapazitat Kihlschragik.Temperatur Kihlschrank;
6,: Geichgewichtstemperatur (5°C)YTemperatur der Raumluft; | s Masse Raumluft um den
Kihlschrank herum@x spezifische Warmekapazitat Luft ):

l s0R6:F6G;:;LIAURG F &;
Bekannt sind€gDichte der Luft):
6, Lw%
6a L X& %

6 L Fsz%

l sURL zrrre

% NSTrrw——
A G -

3 ., GC
ex L s'ayrr

Daraus kann man die Masse der umgebenen Luft bestimmen und mit Hilfe der Dichte auch das Volumen
des Raumes abziglich des Volumens des Gefrierschrankes.

IAUEZGAF@;
n 6 F &

| AL sttrawxuBg

|
8 L—2L {xsayle
éa
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Nr. 3a)

Wirde man den Gefrierschrank 6ffnen, so wiirde sich die Temperatur anndherungsweise an 5°C
angleichen. Die Warme im Raum ist in diesem Fall also gleich der Warme in dem Gefrierschrank:

Mit 3L?201U0¢6
| AURBGF&G;LIAURG F&;

Il 4 U R:6; F 6 ;
%6 F &;

Stellt man einen zweiten Gefrierschrank dazu di{dV * v fietperatur der Raumluft;@:Volumen des
Kihlschrankes):

I gL

t01,026.F6;L:1 asF&UEURG F Gy

Fur kleine Volumina im Vergleich zum Raumvolumen kann man so rechnen(ohne Vereinfachung siehe
nachste Seite)

Fir kleine Volumen des Kuhlschrankes im Vergleich zum Raumvolumen minus ein Kuhlscimankvolu
gilt:

Furl 4 ( 85 U g
tUIL0R26.F6;LIAURG F6Gg
tU1sUR6:F G ;

F — L
6 20 R s
H aVAUQ:i%?I’Q;
Mit IALW
tUlAUEZQ&F@;
AU R 63 Q"UE
%:6, F &;

tOlAU,?:GAF@;O;g@F@;L
iU R6F6;0pR

6 FtU6 F & L Gg

6 F B 6

t6aF & N Q¢
GagNtzssEw L z%

In der Realitat ist die Temperatur geringfiigig hdher, da das tatséchliche Volumen der Luft um das

sjopuv @& HE Z Vv ipe 8l0] Z v <°Zo+s ZE vI A E & vP3 v >u(s8 lo Jv E

sich aber eine Temperatur von2éin.
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Ohne diese Vereinfachung:

Die Warme innerhalb des Systems Hutt&efrierschrank bleibt auf Grund der Energieerhaltung immer
konstant, wenn man von einer perfekten Isolierung des Hauses ausgeht. Daher muss gelten:

l s URUKE 14U RU L ?2KIOP N uxuvv{ugr, =L
Stellt man einen zweiten Gefrierschrank dazu gilt:

t01,026.F6;L:1 asF&UEURG F Gy

tUIAUEZGAF@;
T aF&U&UR

®§F

L Ge

Es muss gelteis geingesetzt:
t01; ORUBE:I xF 8 U £ U R0 geL ',
bzw:

tO 130 R:6: F 6 ;
; ~——5 GL "4
TAF&URUR

t01, URUBE:I sF & U & U RUF6, F

Ldsen nachBj

o o ., . t01 026 F 6 ;
tO1; ORUBE: I xgF U EURUBSF:I xF&U EUR

et S
P AF&UEOR '

IU|AU,5?16AFQ;
1AF8UO0g0R

. t01;026F6;

t01L,0R0BE1,0R06F U EURUGFI,0p EaUf0p e ggopl v

S

T a0 hUtUA0RGFG;E

Der Ubersichtlichkeit wegen wird substituiert:

UtUA0R6:F6; ?5
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eaURUS 2
la0tUAURGFG&G; 2?25

'"wsFtULURUKFIAURU B 724

8 J - —SAU?L%
aAF & U &

8 U2F2 8 U020l zxF & U &
I aF & U & I aF & U g
8AU§F%F&O§O:IAF&UQ;F%U:IAF&UE;Lr
I aF & U &

B UF2F 80201 sF & U&EFR0I sF&U&Lr

8

8 U2F2F URQUIKEX UQU gF 3UILER3UBU gL r

8 UQURE 8§ 2F 2UIRE3U & F:2EQU Ix; L r
Mit:

F> Géf>~ Fw?
T5W)L =

F2F20I,ER30 £ G¥:2F 20 RkE3U0 £~E wD gU:2E 30 I
8is5, L ~—
Vg t% U g

8is N {Xskyuxe
8ig N Xt&yzyly

Es ergeben sich logischerweise fiir das Volumen zwei Ergebnisse. Zum einen das gesuchte Ergebnis von
8: N x t& y z ylyfur die GroRe eines Kiihlschrankes, zum anderen das umgebene Luftvolumen des
Raumes, wenn nur ein Kihlschrank im Raum befindlich ist. Nahme man dieses Volumen wétredéalgli
ganze Raum ausgefiillt, und es gabe nur einen Raum, fur den die aufgestellte Bedingung natdrlich auch
gilt. 84 sist also die triviale Losung der Gleichung.
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Fur die Temperatur der Umgebungsluft gilt(siehe ggf. oben):

t0|AUEZGAF@;
1 aF &gU £ UR

GigNtzsauw{urt- L zatr{urt 1%

6 F L Ge

Nr.3 b)

Um ein thermodynamisches Gleichgewicht zu erreichen muss sich die aufgenommene Leistung des
Gefrierschranks, die dadurch entsteht, dass der Gefrierschrank nicht perfekt isoliert ist, mit der
aufgenommenen Leistung aufheben. Um das Mal3 der Warmeabfihrung einschatzen zu kénnen
konstruiert man zunachst eine Funktion, die den Temperaturverlauf des Kiihischrankes in Abhéngigkeit
von der Zeit darstellt, wenn der Kihlschrank nicht angeschlossen nach drauf3en gestellt wird:

Auf lange Sicht wird sich eine konstante Temperatur einstellen. Es herrscht also ein thermisches
Gleichgewicht. Mathematisch wird also so modelliert, dass man davon ausgeht, dass eine abgegebene
virtuelle Leistung des Kihlschrankes gleich einer thermischen Leistung ist ,die vom Kihlschrank
aufgenommen wird.

Wir wissen:
20106
2 L 5
und
2 L@3>V8é3 L@P
@P

Um eine Temperatur konstant zu halten, missen sich aufgenommene und abgegebene Leistung
aufheben. Die abgegebene Leistung ist hierbei negativ. Also gilt:

2EZ LTt
>VSaLZF?
Daraus folgt:
3 L F3
Mit 3o L2010 gd3, Li2@P
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G
2010 ¢6LF=x@P
G

Fur die Ubertragene Warmemenge glitiWarmetbergangskoeffizient, A: Verbindungsflache der
Systeme, ¢, 16 Temperaturunterschied der Systeme :

3LD0#GYP&P

bzw:
3L+DU0#( @F
e2LDU#P¢6
mit

R R G
2UIU¢{6LFx@P
¢

2010¢:6LF+ DU#@RS6
C

Wenn man von einer konstanten Umgebungstemperafiuausgeht aber einer variablen
C<°Z0o* ZE VIS U% E SHEA I vvuv P Vvl ¢}« ZE] VW

C
2010¢6LF+ DU#®F:6; QP
[

Betrachtet manR als Variabel so liegt eine Integralfunktion vor die sich leicht rigaelbleiten lasst, da
R nur eine Verschiebung nach oben oder unten verursacht:

@ ?2010¢6 . .
— — —  1I°FD U # URGF G
@cP BT 8

Mit ¢ 6 L 6 §PF 6 :Pergibt sich:

7" REETA o . .
@ ?UIUBERP i FD U # URGF 6;
@gP

Daraus folgt:

@ ?201G4pEP U106
@¢P

s P “ A
LFDU# URG6F ;
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Mit

R P

?01UBFDU#U0:&F6

66 Fpb U76

FSL67
b~ 66

67

Substitution:

66 Q
@ @
— T &
@g 603—67? @P
Mit:
Q.3

Q@QH\QLH:BG-L F+_@|:_> F—DUPE%

6/ 67.@
T — P +— U_
fQ@F Ve

S .

BTn
(e}
o)

66L A:)_UQM/“ &)
Mit A* %,

5.
66 %0 A°°
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5.
6L+%0A ‘@P

5.
6 LFy0p 0AE %

Mit % 6 4 wmgebungstemperaturun%fl_ p

Mit der Forderung:

6:r; LG

6r:LER S0 AEG Le:P: L BB S
- hU5g i AE & PiLEY%SHEG

20
0 .
FHUSSEG L &

201
0 .
Fo% U055 b 6 F &

mit
201, ,00¢
A U
6:P; L E‘%ﬁ# AOUEE §
gilt:
009

6:P L :6iF 6 ;AOULSE g

Graph: Tin°C; tins
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0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 000 10000 11000 12000 13000 14000

D U igt hierbei ein MaR fiir die Starke der Isolierung des Gefrierschrankes.
6, Ltyzsw-

65 L tw\ w-
201 Lzrrre

6:swWIXrQ L txrg w-

6:urUxrQ L txwaw -

mit 6:swWOxr; L txrg w-

DU #N/ézrtsu—y—tb—o

fur die Warmedurchgangsleistung gilt:
2LDU#U¢6

Dieser Leistung muss der Kihlschrank genau entgegengenwirken, damit sich eine konstante Temperatur
einstellt. Die gesuchte Leistung entspricht also dieser Leistung. Fur einen Gefrierschrank im Raum gilt
also:
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¢6 L BF &
Mit (fur diesen Fall):
6a L ty{&w
6i L twsw
gilt:
¢ 6 Lty{&w F twdw L tvaw-
Somit ist P:

2LDU#U¢6

DU #N/ézrtsu—y—'ﬁo
2 NXxryxw9

Stellt man einen zweiten identischen Kiihlschrank dazu gilt immer noch:

DU#WN&r -
U N& tSUV't_—UO

was sich leicht zeigen lasst:

>

, 0069 , 002
6:P L :6,F 6 AOUGAE § L 6:PL:6F 6 ;AOULE §

¢, st wenn man von einer Umgebungstemperatur vba tr{urt Bébzwei Kiihlschranken ausgeht:
¢ 6 Ltxatr{urt-
2LDU#U¢6
26 NXWAarvxx9

Also pro Kihlschrank w & v x 9 . Insgesamt sind das ca. 1300,09W
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Nr. X)

Als Voruberlegung untersucht man, wie sich die Flache des Kuhlschrankes gegenuber einer
VolumenvergroRerung verhélt. Dazu betrachtet man einen Langenfaktor

8Lé=Ué>U¢€7?

8LéU=0U>07v?

#LE~A>E Ee~t7E é~%?

#Léx=>Et=7E t>7

8LéU=0>07?
#LEéRA=>Et=7E t>7?
é «ist der VergroRerungsfatt Udes Volumens also:
é«L U
#L¥0=t0=0>EtU>0?2EtU=072?

Also gilt: um den Faktor, um den sich das Volumen &ndert, &ndert sich die Flache quadratisch zu der
dritten Wurzel von diesem.

Also ist das Mal3 fir die Starke der Isolierung (j) in Abhangigkeit von dem Faktor um den der Kihlschrank
vergroRRert wird:

F:0; LD # Uy U
oder in Abhéngigkeit vom gewahlten Volumen:

——6

- o8
ES; L U # U0 I—p
8

Theoretisch kénnte die Temperatur in Abhangigkeit vom Volumen beliebig grof3 sein, wernoman
einem perfekt isoliertem Haus ausgeht, einem Gefrierschrank der konstant -18°C hélt und wie eine
perfekte Warmepumpe fungiert. Dies lasst sich mathematisch mit dem selben Ansatz wie in a zeigen:

| AURGF6G;LIAURG F&;
Verdoppelt man das Volumen des Gefrierschranks verdoppelt sich auch die Masse also:
UUAURGFG&;L:IAFU U8 g URG F&;
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8 . - .,
EUIAU;?:GAF@;L:IAF8UAéU/26aF@;
A

Nach 6uumgestellt:

8 - .
5 00 R6F &

:8; L F —
B8 L& 1 AF8U£0R

Geplottet in °C:

400

-200 o 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800

-200

Folglich kann man versuchen von einem nicht perfekt isoliertem Hauasgalseen und kommt zu einem
Ergebnis, wenn man die Erkenntnisse aus b beziglich der Temperaturkurve ausnutzt:

Es galt:

>
>

BRL:%F@JﬁWQ%@

Nun Uberlegt man sich, wie grol3 das Volumen des gesamten Raumes ist, und wie es sich von dem
urspriinglichen Gefrierschrank unterscheidet:

8is N{xskyuxe
8is N xt&yzyly
8 L8 ,E8, Nsrtuywtvle

iENS)«;ETU

8.
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Das Volumen des Raumes & mal groRer als das der Gefriertruhe, also gilt fiir die Flache
schatzungsweise, wenn die selben Seitenverhaltnisse bestehen:

/ _6 ~
#: L 8sxa ul #
Geht man von einer sehr guten Isolierung des Raumes wie der des Kihlschrankes aus, gilt:
) —6
EL8sxaul puU #
 ——6
N8sxa ultvarts—
e sxa uutvar STO
Ns ’
ENswhoang o

Mit:

Ol
[en Yau)
QEP

6PL@F@A ‘E g

o[><\
QC)

6:PL:6:F 6 ;AOUNE g

8
5 0O R6F &

T AF8U£0R

6:8; L 6L 6 F

mit

(a)
(e Y}

cuc)o
m
fro))

6:R L :6:F § ;A OUHS

B O, 06 F6;

84
P L E — F AGZUale
6 & F = Fsoe0p TArAT* ER
8 -
E\UIAU GAFQ Q/U
CPLF PR EAL =S
6 TAF8U080R &

Lasst man E» wachsen, stellt sich also fur alle Volumen des Kuhlschrankes in Wirklichkeit die
Raumtemperatur vong, also 5°C ein. Geht man als Beispiel von einem fast Raumfillenden
Gefrierschrank von 925m? aus, so wirde sich in perfekt isoliertem Zustand eine Temperatur von ca.
600°C einstellen, wenn der Kihlschrank -18°C halt(vgl. oberen Graphen mit unterem). Bezieht man nun
mit ein, dass die Hitte nicht perfekt isoliert ist ergibt sich nach der oberen Funktion folgende
Abkuhlungskurve in s und °C(in der Skizzésists w & X xu u
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Will man dies nicht zulassen (also von perfekter Isolierung ausgehen) und will aber dennoch einen
Schatzwert erzwingen, so kann man sich die Durchschnittstemperatur tiber dem Intervall von der
Kihlschrankgrof3e bis zur RestraumgrofRe errechnen:

-S 8A " - -
s - FEUIAU,?.Q&F@,
8.F8, 4 1 aF8U£ZUR

@8N xttaw- Nwr%

Die Sinnhaftigkeit ist aber eindeutig zu bezweifeln, da nach dem Ergebnis mindestens 80%meEs Rau
ausgefiillt waren und die technische Realisierung aufgrund des immensen Leistungsverbrauches und
Problemen mit dem Kondensator schwer méglich wére.

Man kann sich also auch praktisch tberlegen:

Eine Steckdose hat 230V und ist standardmafig mit 16A abgesichert. Man Uberlegt sich also das
Gegenteil von Aufgabenteil b:

Ltur Usx Luxzr

Mit
2LDU#U¢6
Und einem Wirkungsgrad von
aNraz
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(das Quadrat der kubischen Wurzel v.é/nentstammt den Voruberlegungen(siehe Anfang der

Teilaufgabe))

Mit
iUMUQQF@
GL&F 1 aF8U040R
Ergibt sich:
_6 8

5 0 OR6F &

2U— F 6
au PURURUNG F=r gy F G
Nach 8 aufloésen:
—_ 6 8 - ~ A .
U2LL8MU U UC F-FE’T\UIl&ug.eﬂ:@“'i
8 RU % Ur:6 F & 1 AF80£0p ©
E ]
ZUGAQUﬁU@FQ G%SIQUﬁUM :%FF;
¥& ¥&;&JAF8U£UE

~ —6 ., —6 ~ ~

3/3 upuguealra\ U¥8A 8AIAF8U;(—§UE /VBSUDU&UIAUBBAFQ‘ U¥8A Fauz’m;\ 0¥ 8:l sF8UL0R
—6 ., —6 ~ ~

8 U¥8A 8:1 sF8U£LU0R ¥ 8 U¥8A 81 aAF8U£U0R ¥8 U¥8 8:1 axF8U08L0R

’3/3 O R0 #0:6 F 6; 0¥8 8AIAFBU;@UEF/%BBU;DUKUIAUEGAF@ O¥B° F a0 2¥B U¥8 8l sF8 Ug0 R
B UNB 8l sF 8 UgUR

—0 . N N . —6 . N -0 . . . N . —6 N 6 . —6 N .
r L%, 0 RpU # U:6, F 6; U¥g &:IAF,UQ;U?FL{VA,,UQU#UIAUE:GAF%;U/¥8A FauU2¥B, U¥g 8:1sF,0&0p
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Man muss also die Nullstelleler gegebenen Funktion berechnen und erhalt nummerisch(z.B. Newton
Verfahren) :

izoaNUX8zswzxxle

mit

HE0Q 1, U R:6 F 6
-s0cl 6 F —
Caoel & F— g 0 0%

GeaoeNt{taruxyy-dzz zxyWs

Diesen Wert kann man als plausiblen Schéatzwert verwenden, der gesucht war.
Bemerkung:

Moderne Gefrierschranke haben maximal einen Wirkungsgrad von 80%. Weitergehend kénnte man sich
einen Temperatur-Leistungs-Index als Mal} fur die Effizienz des Gefrierschranks als Heizung definieren

(also U L—'E) und das Volumen so wahlen, daSmaximal wird. Dieses Volumen wére dann so gewahlt,
dass mit dem kleinsten Leistungsaufwand die grof3te Temperatur erreicht wird.
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Aufgabe 4
Nr.4a
(Bilder zu den Versuchen im Anhang)

Das Volumen einer Halbkugel betragt:
S .V t
8L-Ued L-ed
t u u
Leitet man nach R ab gilt:
@ 8
#Ll— | ted
@t '®
ce@8 tefU@4

Analog fur die Oberflache einer hohlen Halbkugel ohne Grundflache:

#Lted

@# |

64{_ ve 4
c@# vedaU@ 4

Mit ex_&Do L é(die Zwei, da es eine duRRere Oberflache und eine Innere Oberflache gibt(gilt fiir sehr
dinnangenommene Seifenhautdicken)):

@LtVe@H eLtBMU@O éeLzUeUe@4U

Mitxx—‘.?Lé
@IL é l@ 8 é U tef0@ 4
eceélUtéd@a zUe Ueée U@
éU0U4LvUE
I_vl:Jé
€7

ooxl o8 - .
M|t7§L<—0 U'[3
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Mit @ & té £ U@ gsiehe oben):

U, &

Ansatz:

Benedikt Buller

umgl@EtezP U@ 4




e 4PL¥vUGUPG?

Probe:
Y S~ — 7 ~ ~ ~
GLa0c0P$PA2———  0vU0G
v vOGUOPRG?
S . .
G L—VU vUG e GLG
Und man fordert:
4:r; L 4,
®’¥GP? 400 G? L4
4P LEv0GO0PRSG 4
Man schaut sich an wané: P=0 wird:
rLSv0GURSG 4
rLv0G URSG4
48 448,\VOBUH48080H
e PL— | — O——— L —
v MNUZée NUe
Daraus folgt:
R14,°
Was zu zeigen war
Also gilt furé
s I_44 OURUH
NUP
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Um éexperimentell zu bestimmen kann man nun, wenn die Viskositat gegeben ist, die Ladnge und den
Radius des Strohhalms, den Anfangsradius der Blase und die Zeit, bis keine Luft mehr in der Blase ist,
messen.

Experimentell setzt man das ganze am besten um, indem man die Blase auf einer umgedrehten, von den
MaRen her genormter (in diesem Fall r=4,5cm) und zuvor mit der Flissigkeit benetzter Petrischale
erzeugt, so dass die Blase mit Radius RO die gesamte Oberflache der Petrischale einnimmt. So kann man
den Anfangsradius mit bestmdglicher Prazision festlegen.

Die Werte, die verwendet wurden, waren;
4,4 L ravw
HLLtas
N Lrarrtwl

Da die angegebene Mischung verwendet wurde, und die Temperatur bei 20°C lag, geht marervon ei
Viskositat von:

RLszat®r’'2=00 f—-

Die Zeit, ] ]+ IPE 1}Ju%o0 35 v ~ p(o,*pvPwaP u «« v AuE

R LtvksO
Mit
s L44 URUH
NU P
Ergibt sich:
. i 0
é N rrasxu—F-

Dieser Wert scheint von der GréRenordnung her plausibel zu sein, da er um ein ca.4-5 mgek getrrials
der von Wasser, und das Spulmittel u.a die Funktion hat die Oberflachenspannung zu verringern.
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Nr.4 b)

Die normale Kettenlinie lasst sich durch den Kosinus Hyperbolikus beschreiben. Modelliert wird unte
der Vorraussetzung, dass gemessen wird, wie weit der tiefste Punkt unter der Stange liegt)(alsd
wie weit die Verbindungsenden voneinander auf der Stange entfernt sind (also d).

BT:L=U ..‘FF >

Man fordert von der Funktion:
N . S <
sa rL=U—.t..@°FSFF>

ta ERrR=U0 ..'»F >

Wobei d der Abstand zwischen den Befestigungspunkten istZglet Abstand des tiefsten Punktes der
Kettenlinie von der Stange.

Aus 2. folgt:
ta BER=F>
=L>K?

In 1. eingesetzt:

e > Lk S
@ ... ‘45@@ FsA
?50 ‘.f ‘.$ A
e = | - Fs?2L 2L < FsM
@..‘T@@FSA @...‘T@@FSA
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-g@A A 303
e BT, L 2L < FsMU .:T:8 -
@..+8@ F sA @..$9@ F sA
-g@A e o tS@A
B:T; L 2nL . FsMU .:T+8 . r
@..'+9@ F sA @ .. +9@ F sA

Nun wird eine Formel fur die Flache zwischen Stab und Kette hergeleitet, wenn keine Seifenhaut
dazwischen liegt:

N
o LS @A ) L S @A
# Lt 20l — FsMO ..:Ts 8 - r@F
. @ .. $8@ F sA @ .. $0@ F sA
Dy
) LS @A . .eSea
# Lt Og: - FsMU «:F&F > TO |
@ .. $9@ F sA @..'{9a FsA
. ?@A ?@A S
# Lt Os FSMU-H@IpE . @
@ .. t8@ F sA @ .. t8@ F sh
i LS @A LS @A s
#L tUgh -<-S—I@pFo<#@pF S G- @
@..'t8@ FsA ! @.. @@ F sh
$ @A
#: Lt 0 2n

|-<°S—|@ p—F@p F -<+@I}D
@ .. ‘@@\FSA

Da die Energiedifferenz ben6tigt wird, die zwischen beiden Kettenlinien (der normalen und der
dreieckigen mit Seife) liegt, bendtigt man eine Formel zur Berechnung der Héhe

c9LI10CU¢D

An ¢, Ixommt man Uber die durchschnittliche Hohe der Funktionen:
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) LS @A ) L S @A
D Lo— U= onL - FsMU .:T B - reT
—t@Fr4 @...‘T@@\FSA @...‘T@@\FSA
t . ---"?@A .S s S,
o L- 0L > I+ +S1@pF@p F = pM
@*t@@\ FsA

Dasselbe wird nun durchgefihrt fir die dreieckige Kettenlinie mit Seifenhaut:

Die Konstruktion der Funktion fiir die eine Halfte des Dreiecks wird nun durchge#iihistand des
Tiefpunktes von der Stangé&kingespannte Kettenlange(theoretisch auch mit Bogenlange Uber die
obere cosh-Funktion |6sb#Elas Integral ist allerdings so kompliziert, dass man es fir jeden Fall einzeln
nummerisch l6sen misste, oder einen Computer damit beauftragen miisste)):

CT,LITF 3

Forderung:

S
rLi-@ Fe?

2
‘6
ILt—

@

3%

e CT; Lt
@

TFg
Mit L 8 0~F@~ Jv( Z p* u "8l « WGSZ P}E + P (JoP ESY:

s
CT; L t§_"o~%@; Foo-~t@
o @ v v

Berechnung der Durchschnittshohe der Dreieckskettenlinie:

5

—6X
S N ?6
DL O:t TFe@T

X

5
t .2 :
o L— UBéT~ F6T(§
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5

@d@—@p~&@m

DL
Lloiel@p Ro@
D @ ¢L,@p R7@p
LtUFF |S
DL OFF 3l @@
S
DL F%

S.S
RLF ~O-Ff@-

<+wn

S. s s t . "%’@A
cDLLFRLF- —CGF-@F-0 2L I-<-S—I@p—F@pF-<+@pM
tv v @7 g.$8@aFsA

Mit ¢c9LI0OCU:¢D

$ A

~ ~_S.S S |
cOLIOCHF- “GF-@F-0 oL |-<-sr|@pﬁc@pF-<*@prM
tv v @7 g . 4@@FSA

Bzw mitl L O U @E=Masse pro Strecke) (einfach mit dem Satz des Pythagoras)

LS @A
$ [oce S—I@p—F@pF-w@er

~ N S.S S
c9LO0A0CUROF-@F-0OoL—1t —
TNETY @.. 780 F sA

Ol

OKettenlange zwischen den Punkten

d Gesamtmasse der Kette durch Gesamtlange

C Fallbeschleunigung

% Abstand des tiefsten Punktes der normalen Kettenlinie von der Stange

@Abstand der beiden Befestigungspunkte an der Stange

Nun wird die Flachendifferenz zwischen den Flachen, die die beiden Kettenlinien mit der Stange
einschlieRen, benotigt.
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Flache der Dreieckskettenlinie:

5
<'wm

Flache der normalen Kettenlinie:

~ ...‘. @A VS S Sv
#5LtU5')n S‘% |'<'S—|@D—F@pF°<*@m)
@..'$9@ F sA t t t

¢, #aus der Differenz der Flachen multipliziert mit dem Faktor 2 da die Seifenhaut zwei Seiten hat.

. ---“$@A .S s S ~S S
cH# L t#s F #s L v Ugh - ++$1@pF@p F++%@F @ GO F-@
@..'T9@ F sA Voo
Mit & L<2
<

20 0UGEE~x 0@?25A0— = OqgH@Aq
. 0 0 . "Yeirnga .
é L —n : falsch
600 M 27 x g2 x B e 2= x-
Yeir@A - . [

00aUEFF& OF-@ F—t@U S?L@..‘o@iv SA@u@@\F—tS@\F DM
e L

.S @A ) —
v U5 f @+ «-S@AF@AF - TBE @ &0 F.@
@ ... 4,[@@ FsA

Denn ¢, 9muss aufgebracht werden um die Flache der Dreieckskettenlinie auf die Flache der normalen
Kettenlinie zu vergroRRern.

Experimentell wurde eine Goldkette der Gesamtlange von 0,502m und der Gesamtmasse vahkd,008
verwendet.

Eine Konfiguration, bei der sich die beschriebene Dreiecksform ausbildete, hatte folgenddiWsyte
cl, und d Der Messfehler war vergleichsweise hoch und Betrug 0,003m:
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@ L s&W

TLrdzw
OL wvaw
Far &rgibt sich:
4 LI L rarrzse%ozs GCN CArsx GS:V
H rawrte wrtrl S_F
émiusste demnach:
é N rés{tt—r’z

sein.

Die Plausibilitat ist allerdings fraglich, denn auch wenn der Wert im Vergleich zu anderen
Oberflachenspannungen nicht vollig aus dem Rahmen fallt(bei Quecksilber ist er sogar héher mit

0,4763—A~), ist er ca. 2,5mal so hoch wie der bei Wasser(o,'fzﬂlin Wirklichkeit misste der Wert aber
aufgrund der Wirkung des Spulmittels kleiner als der von Wasser sein.
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Nr.4 c

@9
LE#

Leitet man W und A nach der L&ange | ab ergibt sich:

@|_IT@|£UHL(

e@9L ( U@H

Q@# @
—@h—@) LtH
ce@# tH @H

. (U@H
OeetH@htH

Die Oberflachenspannung ist also eine Kraft pro Strecke.

Durch Ausnutzung eines Kraftegleichgewichtes lasst sich die Oberflachenspannung vermutlich sehr
genau bestimmen. Zu diesem Zweck kann man die Flussigkeit in einer Kapillare aufsteigen lassen und die
Gewichtskraft, wenn sich die Flissigkeit nicht weiter empor bewegt, mit der Kraft aus der Gleichung

é Lé’r}qleichsetzen und man kan@berechnen. Die Dichte der Flussigkeit wird bendtigt um zusammen
mit dem eingenommenem Volumen in der Kapillare und der Fallbeschleunigung die Gewithtskraf
bestimmen.

Zun&chst Uberlegt man, was statHn der Gleichung stehen musste:

Die Kraft, die nun wirkt, wirkt Gber die L&nge der kreisrunden Beruhrungsstelle zwischen Fliissdjke
der Kapillare:

Folglich ist die LangeH L & Nlso:
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(s LéUeaN
Fir die Gewichtskraft ergibt sich:

(AL1UCL8UEéUCHUNUEUC
Es muss gelten:
also:

S
t

Benutzt man eine diinne Pipette als Kapillare, kommt man einfach durch die Volumeneutil r. Zur
Dichtebestimmung der Flissigkeit wiegt man ein abgefilltes Volumen und teilt das gewogeheids
Volumen.

Durchfiihrung:

Die Flussigkeit wird Eine Pipette mit kleinem Radius r wird aufrecht in die Flussigkeit, van der di
Oberflachenspannungéestimmt werden soll gestellt. AnschlieRend erzeugt man einen Unterdruck an
der offen zur Luft stehenden Seite(etwa durch saugen), so dass die Flissigkeit auf eine gewisse Hohe
aufsteigt. Im Anschluss hort man mit dieser Malnahme auf und wartet bis der Flissigkeitspegel
aufgehdort hat sich weiter abzusenken. Der Abstand zwischen Oberflache der Flissigkeit und Pegelstand
ist die gesuchte Héhe h.

Fuhrt man das Experiment mit der vorgegebenen Mischung bei 2086, @ugeben sich folgende
Werte:

200ml sind ca. 210g schwer (rechnen), die Diahtst also ca. 1050 kg/m?3

In h0=12cm der Pipette passen V=0,11ml Flissigkeit
Mit N L% ergibt sichN N mévrsysr’’l

Die Flussigkeit steigt in der Pipets | G r alu

Mit

s . . -

é L—t NUDUeéUC
ergibt sich ein Wert von:
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0
é N rrétyztl—

Das Ergebnis scheint plausibel zu sein, da der Literaturwert fir Wasser mehr als doppelt so hath ist un
die Oberflachenspannung der Mischung erwartungsgemalr kleiner sein muss, da die Funktion von
Spulmittel gerade die ist die Oberflachenspannung zu zerstoren.

Nr.4 d)

Es wurden also insgesamt zwei plausible Werte und ein fragwurdiger Wert fir die Oberflachenspannung
ermittelt:

D

i 0
N rrés x u—f—

D

) 0
N rratyztl—
R 3 0
éN ras{tt—ry

Mogliche Fehlerquellen bei dem Experiment aus Aufgabe b kénnten zum einen an ungenauen
Messungen gelegen haben und damit in Verbindung stehend die groRe Anzahl an zu messenden
unnormierten Grof3en. Gemessen wurde:

@ L s&§W
TLr&dzw
OL wvaw
I LrarytGC
H L nérWw

Andererseits konnte es an der vorhergehenden theoretischen Modellierung gelegen haben, auch wenn
es einleuchtend ist sich die Differenz der bestehenden Energieniveaus lber die Durchschnittshéhe der
beiden Kurven herzuleiten und anschlie3end ganz nach der Definition durch die doppelte
Flachendifferenz , die die KurveneinschlieRen zu teilen.

Eine Fehlermoglichkeit, die nicht zu unterschatzen ist, ist auch die Struktur der Kette selber. Denn fuhrt
man das Experiment durch, so bemerkt man bei Variation von d, dass die Kette ab einer bestimmten
Position sprunghaft in die Dreiecksform wechselt und sich von der Form evtl. sogar etwas nach innen
wolbt. Die Dreiecksform besteht bei weiteren Variationen augenscheinlich Uber einem bestimmten
Intervall von ca. 1cm(geschatzti@sst sich in der Realitat nicht eindeutig bestimmen. Eine
Fehlerrechnung z.B. nach Taylor wéare allerdings von Hand bei der vorliegenden Formel sehr aufwéndig.

Bei den anderen beiden Experimenten zeichnen sich plausible Werte ab, wobei die Zeit Messung und das
Aufblasen der Blase von Hand bei Experiment 1 erhebliche Fehlerquellen verursacht. Durch die Methode
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mit der Petrischale kann man zwar einen relativ genau normierten Radius festlegen, dennoch kann es
passieren, dass man kaum merklich mehr Luft hineinblast, so dass sich die Blase etwas iber den Rand
wolbt. Da es bei doppeltem Volumen 16 mal so lange dauert bis die Blase zesgasohrumpft ist,

wirken sich also auch schon kleine Ungenauigkeiten vom Radius grof3 aus.

Bei dem Pipettenversuch hingegen verursacht nur die Messung der Steighthe grof3ere Fehler, wenn man
nur eine vergleichsweise dicke Pipette zur Verfligung hat. Der Radius lasst sich sehr genau Uber das
Zylindervolumen bestimmen und die Dichte beliebig genau tber das Wiegen eines bestimmten
Volumens.

Von der Art der Bestimmung unterscheiden sich die Experimente folgender maf3en:
Bei Expl wurde die Oberflachenspannung tber eine Zeit bestimmit.
Bei Exp2 wurde die direkt Uber die angegebene Definition bestimmt.

Bei Exp3 wurde sie Uber ein Kraftegleichgewicht also einer Kraft bestimmt.(mechaniscfitoDgfi
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